TEMA 2: APLICACIONES DE LA ELECCIÓN BAJO NO CERTEZA

MERCADO DE SEGUROS
Estudiaremos la contratación de seguros para afrontar diversos sucesos imprevistos que denominamos “accidentes”.
Consideramos que el accidente tiene una probabilidad π (0 < π < 1), estrictamente exógena, y que, si ocurre, implicará una pérdida de renta L.
Por tanto, la renta puede ser:


Para reducir este riesgo se puede contratar un seguro, que tendrá estos elementos:
· 
x: Es la cantidad de capital a asegurar, es decir, la indemnización que el cliente recibe en caso de accidente.
     
Esta cantidad x puede estar entre 0 (no asegurarse) y L (para que la indemnización cubra toda la pérdida producida por el accidente).
· 
p: Prima que cobra el seguro. Es un porcentaje de la cantidad asegurada x.
     
A continuación veamos cómo queda la renta según se contrate o no un seguro.
Llamaremos wn a la renta sin seguro, y ws a la renta con seguro. (1)


	
Beneficio para la compañía de seguros
La compañía de seguros, considerándose agente neutral, cobrará una prima en función de sus beneficios esperados:


Lógicamente  la compañía actuará con el propósito de no tener pérdidas, así la prima no podrá ser inferior a la probabilidad de accidente. En caso de que p = π, decimos que la prima es actuarialmente justa, y la compañía no tendría beneficios (beneficios nulos o normales).
Renta esperada del cliente
La decisión de asegurarse del cliente dependerá, entre otros factores, de la renta esperada sin seguro y de la renta esperada con seguro.
Calculamos la renta esperada según las ecuaciones de (1).




Ya tenemos la renta esperada para cada caso:


	
Comparando ambas ecuaciones, puede demostrarse fácilmente cómo se relacionan las rentas esperadas según la prima del seguro.
· 
Si p = π:   
· 
Si p > π:   
Lo más habitual es que p > π, ya que la compañía de seguros quiere tener beneficios.
Varianza de la renta del cliente
La decisión de asegurarse también dependerá de la varianza de la renta.
Calcularemos la varianza partiendo de las ecuaciones de (1) y usando esta fórmula:


Varianza de la renta sin seguro:


Varianza de la renta con seguro:


Simplificando ambas expresiones, se obtiene:


	
Observemos que, como x es un número positivo menor que L:



Teorema
Si la prima es actuarialmente justa, p = π, todo individuo averso al riesgo está mejor asegurándose.
Demostración

En este gráfico vemos la relación entre la renta y la utilidad del cliente, que representamos con una curva cóncava porque es averso al riesgo.
Hemos colocado en el gráfico las posibles rentas que pueden obtenerse, según se contrate o no un seguro:


	
Observemos en el gráfico cuál es la utilidad esperada en cada caso:
· 
Si no se asegura, su utilidad puede ser a o b, y la utilidad esperada es la media entre ambos puntos:  
· 
Si se asegura, su utilidad puede ser c o d, y la utilidad esperada es la media entre ambos puntos:  
Vemos que, al ser averso al riesgo, la concavidad de la curva implica que cuando el cliente se asegura, éste se obtiene una mayor utilidad esperada.




La decisión de asegurarse
A continuación analizaremos cómo se escoge la cantidad asegurada, x.
Consideremos la renta del individuo cuando se asegura:


El cliente escogerá asegurará la cantidad x que maximice su utilidad esperada.


Desarrollando la CPO se obtiene: (2)


Relación entre la prima de riesgo y la cantidad asegurada
Observemos la ecuación (2).
· 

Si p = π, la parte derecha es 1. Por tanto:

    (Se asegura toda la pérdida posible.)
· 

Si p > π, la parte derecha es > 1. Por tanto:

    (Sólo se asegura una parte de la pérdida posible.)
Teorema de Arrow-Lind
En ausencia de costes administrativos y de gestión, a medida que el número de agentes que comparten riesgo aumenta, disminuye el riesgo que soporta cada uno de ellos y el riesgo soportado por la sociedad.
Para entenderlo, consideremos un proyecto financiado colectivamente por n individuos, en el que se obtiene un rendimiento total aleatorio r (el rendimiento obtenido por cada individuo es r/n).


A la esperanza del rendimiento total la llamamos :


Tenemos que demostrar que la prima de riesgo es 0 cuando n tiende a infinito.
Prima de riesgo de cada individuo:


Prima de riesgo de la sociedad:


Calculando el límite cuando n tiene a infinito, se obtiene:


Principio de acumulación de riesgo
En ausencia de costes administrativos y de gestión, cuando un número elevado de individuos comparte un mismo riesgo en lugar de enfrentarse a él por separado, disminuye el riesgo individual que soporta cada uno.
(El principio resulta similar al anterior mencionado teorema de Arrow Lind, aunque éste sin embargo, es referido a distintos proyectos con un mismo nivel de riesgo asociado).
Consideremos distintos proyectos llevados a cabo por n individuos aversos al riesgo, donde la renta individual presenta un comportamiento aleatorio; tengamos como ejemplo de aplicación los cultivos agrícolas, y dentro de éste dos escenarios posibles a analizar.
Caso 1: misma probabilidad de accidente, mismo riesgo, pero distinta localización de terrenos, entendiendo así que las rentas individuales de los diferentes proyectos son independientes y están idénticamente distribuidas. 

Llamemos  a la esperanza de cada renta individual:  

Y tengamos la variabilidad de cada renta como:  
Comprobemos ahora el riesgo individual soportado por cada individuo en el caso de no asociación medido mediante la prima.


A continuación demostraremos que esta prima individual es superior a la generada en el caso de asociación (concretamente una cooperativa en el caso que nos ocupa).
Renta obtenida por cada individuo, dentro de la cooperativa:


Esperanza de la renta individual dentro de la cooperativa:


Vemos que la renta esperada individual es la misma, dentro y fuera de la cooperativa.
Evaluemos la varianza:


* Al aplicar esta igualdad, hemos supuesto que la rentas individuales mi son independientes e idénticamente distribuidas, es decir:


A partir de la varianza, obtenemos el riesgo individual dentro de la cooperativa:

  



Observamos que , ya que  se define como  dividida por el número de individuos que conformen la cooperativa; pudiendo concluir que la prima es inversamente proporcional a n, siendo nula cuando n tiende a ∞.
(Demostración análoga a la realizada en el teorema de Arrow Lind.) 
Caso 2: misma probabilidad de accidente, mismo riesgo, e igual localización de terrenos (terrenos colindantes), entendiendo así que las rentas individuales de los diferentes proyectos no son independientes.
Tanto la esperanza de la renta obtenida  por cada individuo, como la varianza de ésta si no hay asociación, son idénticas al caso anterior.

Evaluemos, por tanto, la variable que sí presenta diferencias: la varianza de la renta cuando sí hay asociación.


* Aquí hemos tenido en cuenta que la rentas individuales mi son dependientes. La covarianza la hemos multiplicado por las combinaciones que resultan de coger n elementos de 2 en 2:




MERCADO DE ACTIVOS FINANCIEROS 
[bookmark: _GoBack]Resulta interesante estudiar en este apartado el principio de diversificación, considerado como principio básico de inversión.
Para ello, supongamos una situación en la cual un individuo tiene una renta inicial aleatoria, mi (que procede de otros activos distintos de R); y además invierte en un activo financiero, R.
La renta inicial aleatoria mi, se define así:

.
El activo financiero, R, tiene un rendimiento aleatorio que definimos como:






Entendemos  como probabilidad asociada a la renta , y  como probabilidad asociada al rendimiento ri.
* Aviso: el símbolo  puede que no sea el correcto para este concepto.

Renta total del individuo:  
Llegado a este punto, el individuo se preguntará en qué tipo de activo invertir, planteándose minimizar su prima de riesgo condicionada a que tiene una renta aleatoria M. 
Emplearemos la siguiente notación:




		

   (Equivalente cierto asociado a la lotería R, dada la renta aleatoria M.)

   (Esperanza de R, dada la renta aleatoria M.)

La expresión del equivalente cierto, , la hallamos a partir de la prima de riesgo.


Sabiendo que la utilidad esperada es igual a la utilidad del equivalente cierto, y teniendo en cuenta que en este caso dicho equivalente es aleatorio, planteamos en términos de utilidad esperada, que la utilidad esperada del equivalente cierto es igual a la utilidad esperada de la renta.


Apliquemos la expansión de Taylor a la igualdad. 


Aplicación al 1er miembro de la igualdad después de las operaciones correspondientes:

	(1)
Aplicación al 2do miembro:

	(2)
Por conveniencia para la demostración del resultado apliquemos también la expansión de Taylor a la utilidad del valor esperado. Para ello consideraremos:


	
La utilidad del valor esperado nos queda así:

	(3)
Planteando las siguientes equivalencias:

	(4)

	(5)
Igualamos ahora (1) a (2), sustituyendo (3) , (4) y (5), y simplificando obtenemos:


* Si m no es aleatoria:



Como expusimos en un principio el objetivo de toda inversión es minimizar el riesgo definido por la prima , por lo que la esencia del principio de diversificación podría simplificarse en invertir en activos que no estén correlacionados, o lo estén inversamente con la renta aleatoria M, suponiendo así una prima (riesgo) menor.


Precio de los activos
Consideremos dos activos financieros: bonos (O) y acciones (A). Cada uno tiene un precio de compra y un rendimiento al final del periodo.
Caso 1: no hay incertidumbre
	
	Precio
	Rendimiento

	O (bonos)
	1 €
	


	A (acciones)
	Pa €
	Va



En este caso, el rendimiento de las acciones es conocido (Va) y no tiene riesgo. Como los inversores comprarán el activo que maximice su beneficio, el precio de las acciones tomará el valor que iguale la tasa de rendimiento de cada tipo de activo.


Caso 2: sí hay incertidumbre
	
	Precio
	Rendimiento

	O (bonos)
	1 €
	


	A (acciones)
	Pa €
	





Las acciones son un activo con riesgo, con una tasa de rendimiento esperado .
Debido a este riesgo, el rendimiento de las acciones tendrá que ser necesariamente mayor que el de los bonos. Concretamente, la diferencia entre ambos rendimientos es la prima de riesgo de las acciones.
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