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Capitulo 1

MUESTREO Y DISTRIBUCIONES
EN EL MUESTREO

1.1. INTRODUCCION

Anteriormente hemos estudiado conceptos fundamentales, como eran el
concepto de variable aleatoria y su distribucién de probabilidades, estudiamos
diferentes modelos de distribuciones tanto de tipo discreto como de tipo conti-
nuo y analizdbamos sus caracteristicas bdsicas (media, varianza, etc.). A partir
de ahora estaremos interesados en saber qué modelo sigue la poblacién, y para
ello nos basaremos en la informacién que se obtenga de un subconjunto o
parte de esa poblacuin que llamaremos muestra,

Cuando realizamos una introduccién general de la estadistica decimos que
uno de los objetivos fundamentales es el obtener conclusiones basdandonos en
los datos que se han observado, proceso que se conoce con el nombre de
inferencia estadistica, es decir utilizando la informacién que nos proporciona
una muestra de la poblacién se obtienen conclusiones o se infieren valores
sobre caracteristicas poblacionales.

En este capitulo daremos una serie de conceptos bdsicos que serdn funda-
mentales para el desarrollo posterior de la inferencia estadistica.

1.2. MUESTRA ALEATORIA

Sabemos que hay diferentes métodos para investigar u observar una pobla-
cién (observacion exhaustiva o censo, subpoblacién, muestra y observacién
mixta), aqui nos vamos a referir a la observacion parcial mediante una muestra
y diremos que se ha investigado la poblacién a partir de una muestra cuando

los elementos que componen la muestra no retinen ninguna caracteristica esen-
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cial que los diferencie de los restantes, representando, por tanto, a toda la
poblacién. Las conclusiones sacadas de la muestra se pueden inferir o extender
a la poblacién total. Asi por ejemplo, supongamos que deseamos conocer el
precio medio o valor medio de las viviendas en una zona de Madrid en el ano
1994. Para conocer la caracteristica precio de la vivienda en esa zona, necesi-
tariamos saber el precio de venta de cada una de las viviendas vendidas duran-
te ese periodo de tiempo y el precio por el cual cada propietario venderia la
suya. Esta lista completa de viviendas con sus precios, constituye la poblacién
en la que estamos interesados, cuya caracteristica, precio medio de la vivienda
o media poblacional, desecamos conocer. Pero, en esta y en otras muchas situa-
ciones practicas no serd posible o no serd ficil, por diversas razones el obtener
la poblacién entera en la cual estamos interesados. Sin embargo, si podemos
obtener la informacién necesaria, precio de la vivienda, para una muestra re-
presentativa de la poblacién y a partir de la cual inferir y obtener conclusiones
para toda la poblacién total.

La muestra debe de ser representativa de toda la poblacién y, por tanto,
tendrd caracteristicas similares a las que se observarfan en la poblacién entera,
de tal manera que si observando los precios de las viviendas que han sido
incluidas en la muestra resulta que el precio medio de las viviendas de la
muestra, media muestral x, ha resultado ser 8.970.540 ptas. podremos inferir
que la media poblacional precio medio de la vivienda en toda la poblacién o
zona que estamos considerando estd en torno a 8.970.540 ptas.

La razén principal para investigar una muestra en lugar de la poblacién
completa es que la recogida de la informacién para toda la poblacién daria
lugar a un coste muy elevado tanto en recursos econémicos como en tiempo.
Incluso en ciertos casos en que los recursos fueran suficientes para investigar la
poblacién completa, puede ser preferible el investigar sélo una muestra muy
representativa, concentrando sobre ella un mayor esfuerzo para obtener medi-
das mds precisas de las caracteristicas que nos interesen. De esta forma se
puede evitar lo que algunas veces ocurre en las grandes operaciones censales,
por ejemplo, en el censo decenal de poblacién de los Estados Unidos, en donde
se investigoé toda la poblacidn, se observé que ciertas caracteristicas y grupos
poblacionales estaban muy poco representados, lo cual era debido a la proble-
matica que lleva consigo una gran operacién censal, tanto por el volumen de
cuestionarios como por la cantidad de informacién.

Cuando se selecciona una muestra de una poblacién, un objetivo funda-
mental es el poder hacer inferencias sobre caracteristicas poblacionales u obte-
ner conclusiones que sean vdlidas para toda la poblacién. Por tanto, es muy
importante que la muestra sea representativa de la poblacién; asi pues la cali-
dad de la inferencia o conclusién obtenida a partir de la muestra, sobre las
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diferentes caracteristicas poblacionales estard directamente relacionada con la
representatividad de la muestra. Por ejemplo, supongamos que un director
comercial desea conocer la opinién sobre un nuevo producto de limpieza. No
seria correcto que limitara la correspondiente encuesta a sus amigos y a las
personas que viven en su barrio, pues tales personas no reflejarian la opinién
de toda la poblacién ya que la muestra no seria representativa de toda la
poblacién, ni aleatoria. Para evitar estos problemas y poder realizar una infe-
rencia correctamente sobre toda la poblacién a partir de una muestra es nece-
sario que se verifique la representatividad y la aleatoriedad de la muestra.

Un objetivo bdsico en muestreo es seleccionar una muestra que garantice
con un costo razonable una buena representatividad de la poblacién.

El procedimiento de seleccion de la muestra puede conducir a diferentes
tipos de muestreo, como veremos al estudiar el muestreo en poblaciones fini-
tas. Aquf nos vamos a referir a un solo tipo de muestreo, aunque inicialmente
consideremos dos:

— muestreo con reemplazamiento, y

— muestreo sin reemplazamiento.

El muestreo con reemplazamiento consiste en seleccionar, por mercanismos
aleatorios, los elementos de la poblacién que entran a formar parte de la mues-
“tra, pero de tal manera que cuando se observa la caracteristica, que estamos
investigando, del primer elemento seleccionado, se devuelve el elemento a la
poblacién, se selecciona el segundo elemento entre todos los elementos de
la poblacién, se anota la caracteristica que se estd investigando y se devuelve
a la poblacién, y asi sucesivamente, Este procedimiento permite que un ele-
mento de la poblacién pueda ser seleccionado en mds de una ocasién para
formar parte de una muestra, pues la seleccidn se realiza con reemplazamiento,
es decir, con devolucién dcl clcmento scleccmnado ala poblacién.

En el muestreo sin reemplazamiento, los elementos de la poblacién que
entran a formar parte de 1a muestra también se seleccionan aleatoriamente,
pero después de observar la caracteristica que estamos investigando no se
devuelve el elemento de nuevo a la poblacién, con lo cual no pueden volver a
ser seleccionados como ocurria en el muestreo con reemplazamiento.

Asi pues, si tenemos una poblacién de N elementos y queremos seleccionar
una muestra de tamafio n resulta que la probabilidad de que un elemento de la
poblacién sea seleccionado en la primera extraccion para formar parte de la

1 , . .
muestra serd N’ en ambos tipos de muestreo. Sin embargo, en la seleccion del

segundo elemento las probabilidades son diferentes, pues en el muestreo con
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_ 1
reemplazamiento continta siendo N’ ya que el nimero de elementos de la

poblacién sigue siendo N, pero en el muestreo sin reemplazamiento el tamano
de la poblacién es N — 1, pues el primer elemento seleccionado no se devuelve
a la poblacién y entonces la probabilidad de seleccionar un elemento concreto

serd: . Vemos pues que en el muestreo con reemplazamiento la probabi-

lidad de seleccionar uno a uno los n elementos de la muestra permanece cons-
tante y en el muestreo sin reemplazamiento no sucede lo mismo ya ge en cada
extraccién no se devuelve el elemento a la poblacion y ésta va disminuyendo a
medida que se selecciona la muestra, siendo los tamafios poblacionales N,
N-ILN-2,.,N—(n—1).

Luego, la probabilidad de seleccionar una muestra concreta de n elementos
serd:

1.2 2 nA
extracciéon  extraccién  ---  extraccién
) . 1 | |
Muestreo con reemplazamiento E KF R _N_
PR : 1 1 1
Muestreo sin reemplazamiento E - m C e m

Si el tamaiio de la poblacién es infinito 0 muy grande, entonces el tamafo
de la muestra n en comparacién con ese tamano N infinito o muy grande de la
poblacién es practicamente despreciable, y entonces no existe diferencia signifi-
cativa entre ambos tipos de muestreo. No sucede lo mismo cuando el tamano
N de la poblacién es finito, dando lugar a tratamientos diferentes, como vere-
mos en el capitulo dedicado al muestreo en poblaciones finitas.

Para llegar al concepto de muestra aleatoria simple y poder dar una defini-
cién rigurosa de la misma consideramos una poblacién, cuya funcién de distri-
bucién es F(x), constituida por un niimero infinito de posibles valores de una
caracteristica medible X, esta caracteristica puede ser, por ejemplo, el tiempo
de espera para recibir un servicio, o ¢l valor de las ventas de un determinado
producto. Entonces para seleccionar una muestra aleatoria de tamano n de
esta poblacién se disefia un experimento, de tal manera que la primera realiza-
cién de ese experimento nos proporciona la observacién X | de la caracteristica
medible X, repitiendo sucesivamente el experimento bajo las mismas condicio-
nes, para todos los factores controlables, tendremos las n observaciones:

XX

n

que constituyen la muestra aleatoria simple.
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Cada observacion X; correspondiente a la repeticion i-ésima del experi-
mento es una variable aleatoria cuya distribucién de probabilidad es idéntica a
la_de la poblacién de la caracteristica X, para todoi=1,2, .., n

Si la poblacién consta de un nimero finito de elementos, por ejemplo,
personas, viviendas, establecimientos comerciales, etc., y realizamos un mues-
treo aleatorio con reemplazamiento, es decir, se selecciona aleatoriamente un
elemento de la poblacién, se observa la caracteristica medible que estamos
investigando y esta observacién seria la X ,. Se devuelve el elemento a la pobla-
cién, después se selecciona un segundo elemento y observando la caracteristica
medible tendriamos la observacién X ,. Reiterando el proceso n veces tendria-
mos las n observaciones:

S S 4

de la caracteristica medible X de la poblacién, que constituyen la muestra
aleatoria simple.

Cada una de estas observaciones, X, X,, .., X,, también es una variable
aleatoria cuya funcién de probabilidad es idéntica a la de la poblacién, ya que
cada seleccién de un elemento que da lugar a una observacién procede de la
poblacién original.

Luego las observaciones X ,, X ,, .., X, constituyen un conjunto de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas ya que como la seleccién
se ha realizado con reemplazamiento, ninguna observacién se ve afectada por
otra, es decir, el hecho de que una obscrvacién sea seleccionada no depende en
absoluto de las que se han seleccionado anteriormente, pues los elementos se
devuelven a la poblacién después de anotar la caracteristica a investigar, y la
probabilidad de seleccién permanece constante.

Sien la poblacién con un niimero finito de elementos, se seleccionan andlo-
gamente n elementos sin_reemplazamiento tendriamos una muestra aleatoria
sin reemplazamiento de observaciones:

X, Xgs o X

de la caracteristica X que estamos investigando.

Estas observaciones, X, X,, .., X, también son variables aleatorias cuyas
funciones de probabilidad son iguales a las de la poblacién inicial', pero las

' Se puede demostrar que aunque la seleccidn de las observaciones muestrales se hace sin
reemplazamiento, la funcién de probabilidad no condicionada de las observaciones X, es idéntica
a la funcién de probabilidad de la poblacion, parai= 1, 2, ., n.
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observaciones no son independientes como ocurria en el caso del muestreo
aleatorio con reemplazamiento, y por tanto, no constituyen una muestra alea-
toria simple.

tamafno. mﬁmto 0 mui grandeq de tal 1 manera que no hdrcmos distincién ni’
referencia alguna a que el muestreo sea con reemplazamiento o sin reemplaza-
miento pues la diferencia existente entre ambos serd irrelevante para nuestro
estudio. No obstante hemos de tener en cuenta que si el tamano N de la pobla-
cién es finito y realizamos un muestreo con reemplazamiento entonces le dare-
mos el mismo tratamiento que si la poblacién fuese de tamafo infinito, pues
como hemos visto también dan lugar a un conjunto de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, es decir, a muestras aleatorias sim-
ples. Una muestra aleatoria simple de tamaio n de una poblacién X estd consti-
tuida por un conjunto de n-variables aleatorias X |, ... X, independientes e idén-
ticamente distribuidas a la poblacién X, es deur estd constituida per un
conjunto de observaciones muestrales mdependlenles ¢ idénticamente distribuidas.

Cuando el experimento se realiza, a cada una de las variables aleatorias se
le asignard un valor numérico. Es decir, tendremos la realizacion de la muestra

X=Xy i X, = X
y diremos que ha sido seleccionada una muestra.

En la prdctica la muestra se suele obtener utilizando una tabla de niimeros
aleatorios, Tabla 1.1, la cual constituye un ejemplo de cémo son estas tablas,
pues estdn constituidas por muchas pdginas de nimeros obtenidas aleatoria-
mente y colocadas en ese formato.

TaBLA 1.1. Niumero aleatorios.

Columna
Fila

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2034 5600 2400 7583 1104 8422 9868 7768 2512 9575
8849 5451 8504 3811 0132 8635 1732 4345 9047 0199
8915 2894 5638 4436 9692 8061 4665 9252 6729 9605
6989 0682 0085 5906 8542 6884 5719 5081 8779 9071
5093 8880 3466 0212 9475 4957 8474 8580 9572 6770

7940 3305 1183 8918 4397 3167 7342 7780 6745 4688
9808 7499 9925 0695 4721 7597 0922 4715 6821 2259
5667 7390 8599 5032 3042 3666 1160 3413 2050 1796
0644 2848 7347 7161 6813 8276 8175 6534 6107 8350
4153 0293 0882 9755 5109 1484 4798 8039 3393 6369

SO e~ Lh b
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TaBLA 1.1.  (Continuacién )

Columna
Fila
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 4621 0121 0251 9783 7697 4079 8952 4884 8838 1587
12 8490 4941 5203 2932 1008 6544 1137 1018 5123 0347
13 3160 4107 2194 1314 1310 7060 3075 5273 6592 BB7S
14 0140 1600 8468 6585 5257 4874 9097 8684 7877 888l
15 0483 7097 5973 4235 7466 0821 3261 1359 3706 4676
16 2657 1386 6896 3132 2648 8947 9518 7472 9285 3067
17 4286 7434 3848 9128 5350 0407 6215 4059 4546 5170
18 8445 5087 0964 2800 9369 1680 8490 7760 7548 1060
19 4943 4327 0966 7861 8381 5865 4447 9063 2085 3635
20 9786 8853 0667 9100 2303 4455 0389 6145 2618 5401
21 8784 7084 9040 2542 8494 5685 2677 0233 5952 5003
22 3359 8450 6832 2107 4014 7988 6136 8709 0673 9533
23 0880 9436 5314 5364 6338 4492 9529 4216 9564 1936
24 6835 7154 9725 6945 5068 6102 4967 5868 3672 0240
25 3257 1159 1117 1878 7482 4219 4079 1215 7278 5363
26 5919 6661 9142 8506 2159 7663 4231 9216 0181 4264
27 6174 5167 6056 2688 4973 8345 7830 0483 8133 9319
28 4341 0850 5955 2510 7506 8247 2714 2732 3351 0755
29 8108 3203 3206 5417 4958 8194 1472 7316 5006 4701
30 3917 6944 3774 5552 7344 0332 8616 5099 6335 5902
31 6155 7292 8273 6565 5251 6444 6572 4532 9120 3635
32 3695 8581 6196 7053 0808 1319 7161 2077 7051 1663
33 7094 3242 8861 2713 0739 6480 8261 3716 1115 2739
34 2770 1314 9206 6758 8199 5785 5115 7492° 8320 1888
35 1541 9360 9483 1700 2519 4393 5989 2669 4385 5264
36 6714 6622 4753 7661 4173 0740 2112 1204 5611 6928
37 1538 8256 5467 1631 6954 2451 0388 1597 0692 2061
38 6185 3229 9022 2250 7568 4105 7855 4253 3408 9607
39 5861 8254 4408 6331 5158 3646 4213 1484 4749 1772
40 0188 2813 3713 6040 8213 3180 4207 1758 5029 3479
41 5984 5650 5334 0834 0568 9593 7276 2242 2692 0774
42 7575 1609 0006 4395 6678 0966 7304 4884 6223 5828
43 2378 3307 7449 7135 9320 5201 2429 8007 3009 8697
44 3984 (0440 9423 3348 1581 1283 4426 1156 0875 7948
45 1588 9349 9377 3424 2191 9673 0955 9909 5854 0890
46 1672 2549 5555 2342 5362 7581 4545 1364 8223 3789
47 4303 1048 9157 0308 9748 4780 8206 0071 9129 6210
48 2718 7400 2207 3906 7271 5283 2421 6430 4418 1688
49 3331 4479 5609 6361 6905 3507 7438 6188 1971 0925
50 7593 6059 1417 2254 1813 8232 0652 9408 9972 5511
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Una muestra aleatoria simple de tamano n de una poblacién de tamanio N
puede ser obtenida de la siguiente forma: se enumeran los miembros de la
poblacién de 1 a N. Se elige arbitrariamente un lugar en la tabla de nimeros
aleatorios, por ejemplo, la fila 2, columna 4, y como cada columna consta de
cuatro digitos, resulta que nos situariamos en el 3811 y avanzando por filas o
por columnas, lo haremos por filas, seleccionaremos los n primeros nimeros
distintos que nos encontremos entre 1 y N, que en este caso serfan:

3811, 0132, 8635, 1732, 4345, 9047, 0199, 8915 ...

Estos nimeros entran a formar parte de la muestra aleatoria simple. Obser-
vemos que es un muestreo sin reemplazamiento.

En este caso estamos suponiendo que N es como méaximo 9999 pues los nii-
meros aleatorios aparecen agrupados en bloques de cuatro digitos, pero se po-
dian haber agrupado en bloques de cinco digitos como ocurre en la Tabla A.12
de niimeros aleatorios, que aparece en el anexo A de tablas.

Ejemplo 1.1

Consideremos la poblacién formada por los 100 alumnos de una clase de
segundo curso de Econémicas cuyas edades aparecen en la Tabla 1.2.

TABLA 1.2.  Edades de los cien alumnos de una clase de sequndo de Econdmicas.

Alumno Edad Alumno Edad Alumno Edad Alumno Edad

1 20 26 20 51 20 76 21
2 19 27 19 52 20 77 19
3 20 28 19 53 20 78 19
4 19 29 20 54 21 79 20
5 20 30 19 55 20 80 19
6 19 31 19 56 19 81 21
7 19 32 19 57 21 82 19
8 20 33 19 58 19 83 20
9 19 34 22 59 22 84 19
10 20 35 20 60 19 85 21
11 19 36 20 61 20 86 19
12 19 37 20 62 20 87 19
13 19 38 20 63 20 88 19
14 19 39 20 64 21 89 19
15 20 40 19 65 20 90 20
16 19 41 19 66 19 91 19
17 19 42 19 67 20 92 20
18 19 43 20 68 21 93 21

19 20 4 20 69 20 94 21
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TABLA 1.2, ( Continuacion)

Alumno Edad Alumno Edad Alumno Edad Alumno Edad

20 19 45 19 70 19 95 19
21 20 46 20 71 20 96 20
22 20 47 21 72 19 97 20
23 20 48 21 73 19 98 19
24 20 49 20 74 19 99 19
2 19 50 20 75 20 100 19

Utilizando la Tabla 1.1 de nimeros aleatorios, para la seleccion de una
muestra aleatoria de seis estudiantes, tendremos que empezar seleccionando
seis ntimero aleatorios, asi pues si entramos en la tabla por el dngulo superior
izquierdo y considerando nimeros aleatorios de dos digitos’, pues la pobla-
cién es de tamaifio 100, tenemos los siguientes nimeros aleatorios:

20, 34, 56, 24, 75, 83

que se corresponden con los seis estudiantes de la muestra seleccionada, cuyas
edades son:

19, 22, 19, 20, 20, 20

Esta situacion aparece en el Grafico 1.1.

. . Muestra aleatoria Valores observados
Poblacién de 100 estudiantes de tamafio 6 de las variables aleatorias
) dox,, .. x,

] » < N,

<0 e e No ™ {

GRAFICO 1.1.  Esquema de seleccion de la muestra y valores observados de las variables
aleatorias.

? Si nos aparece ¢l 00 entenderemos que corresponde al alumno 100,
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Como en este ejemplo estamos interesados en la edad del estudiante, consi-
deramos la variable aleatoria

X: edad del estudiante seleccionado

Andlogamente se podria hacer para las variables aleatorias estatura, peso,
etcétera.

La distribucién de probabilidades de la variable aleatoria X, edad del estu-
diante, viene dada en la Tabla 1.3, en donde se dan los diferentes valores de la
variable X y sus probabilidades.

TABLA 1.3. Distribucién de probabilidades de la variable aleatoria X, edad del estudian-
te, correspondiente a la poblacion de 100 estudiantes.

Valores de la variable aleatoria X Probabilidades P(X =x)
19 0,46
20 041
21 0,11
22 0,02

Si seleccionamos una muestra con reemplazamiento, de seis estudiantes de
la poblacién, para observar la edad de cada uno, entonces definiremos seis
variables aleatorias:

X ,: edad del primer estudiante seleccionado.

X ,: edad del segundo estudiante seleccionado.

X edad del sexto estudiante seleccionado.

Cada variable aleatoria tendrd una distribucién de probabilidad asociada.
Asi pues, la distribucién de la variable aleatoria X, serd exactamente la misma
que la distribucién de la variable aleatoria X dada en la Tabla 1.4, ya que
ambas variables aleatorias se refieren a la edad de un estudiante seleccionado
aleatoriamente, es decir, la distribucién de probabilidades de la variable aleato-
ria X, ésta dada en la Tabla 1.4, en donde aparecen los diferentes valores de la
variable aleatoria X, y sus probabilidades.
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TABLA 1.4. Distribucién de probabilidades de la variable aleatoria X |, edad del primer
estudiante seleccionado.

Valores de la variable aleatoria X, Probabilidades P(X,=x,)
19 0,46
20 041
21 0,11
22 0,02

Pero como el muestreo se ha realizado con reemplazamiento, se puede ver
que la variable aleatoria X, tiene la misma distribucién de probabilidades que
X o que X, y que X, y X, son independientes. Andlogamente, las variables
aleatorias X ,, X, X5y X, tienen la misma distribucién que X, y en conse-
cuencia la sucesion de variables aleatorias X |, X,, ..., X son independientes e
idénticamente distribuidas’.

Definicion 1.1. Muestra aleatoria simple.

Sea X la variable aleatoria correspondiente a una poblacién con fun-
cién de distribucién F(x). Si las variables aleatorias X,, X,, .., X, son
independientes y tienen la misma funcién de distribucién, F(x), que la
de la distribucién de la poblacion, entonces las variables aleatorias
X,, X,, .., X, forman un conjunto de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas que constituyen una muestra aleatoria sim-
ple de tamafio n de la poblacién F(x)*

Al ser las variables aleatorias X,, X,, .., X, independientes, resulta que la
funcién de distribucién conjunta serd igual al producto de las funciones de
distribucién marginales, es decir:

F(xy, .., x,) = [] F(x) [1.1]
i=1
Si la poblacién de partida es tipo discreto y la funcién de probabilidad de
la poblacién es:

P=PX=x) i=12..r

' Observemos que si la muestra se selecciona sin reemplazamiento, la correspondiente sucesion
de variables aleatorias no son independientes, aunque tengan la misma distribucién de probabili-
dades.

* En lo sucesivo y si no indicamos lo contrario las muestras que utilizaremos serdn aleatorias
simples, aunque a veces por abreviar digamos simplemente muestra aleatoria.



30 CASAS-SANCHEZ, J. M.

entonces la funcién de probabilidad de la muestra serd:

P(X, = x,, X"\}““P{X—x)-ﬂp, [1.2]

i=1 i=1

Si la muestra aleatoria simple procede de una poblacién de tipo continuo
con funcién de densidad f(x), entonces la funcién de densidad de la muestra
serd:

F(Xys o X,) = r[ fix) [1.3]

=1

1.3. PARAMETROS POBLACIONALES Y ESTADISTICOS
MUESTRALES

En general diremos que los pardmetros poblacionales son las caracteristicas
numéricas de la poblacién. En concreto, un pardmetro es una caracterizacion
numérica de la distribucién de la poblacién. El conocimiento del pardmetro
permite describir parcial o totalmente la funcién de probabilidad de la carac-
teristica que estamos investigando. Asf por ejemplo, si la caracteristica a inves-
tigar sabemos que sigue una distribucién exponencial de pardmetro a su fun-
cién de densidad sera:

i ae”™ x>0
fix) = {

0 x<0

pero esta funcién de densidad no estard totalmente descrita hasta que no se dé
el valor del pardmetro a, y entonces serd cuando podremos formular preguntas
concretas sobre esa distribucion, es decir, podremos calcular las diferentes pro-
babilidades.

Si la caracterfstica a investigar sigue una distribucién normal, N(u, o), cuya
Tuncién de densidad es:

lh—ﬂ]

f{x] 2 ot

O'\/J‘E

observamos que aparecen dos pardmetros p y ¢, que no se han especificado, y
para describir totalmente la funcién de densidad tendremos que dar valores a
los dos pardmetros p y o, pues si damos valor a un solo pardmetro entonces
diremos que estd descrita parcialmente.
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En la mayoria de los modelos probabilisticos nos encontraremos pardme-
tros cuyos valores tendremos que fijar para especificar completamente el mo-
delo y poder calcular las probabilidades deseadas®, De manera mds concre-
ta podemos decir que uno de los problemas centrales en estadistica se nos
presenta cuando deseamos estudiar una poblacién con funcién de distribucién
F(x, 6), donde la forma de la funcién de distribucién es conocida pero depende
de unJJardme{ro 0 dcsconocn_do ya que si 0 fuese conocido tendriamos total-
mente especificada la funcién de distribucién. Si el pardmetro 0 no se conoce
entonces se selecciona una muestra aleatoria simple (X, ... X,) de tamafo n de
la poblacién, y se calcula para las observaciones de la muestra el valor de
alguna funcién g(x,, .., x,), que representa o estima el parimetro desconocido
0. El problema es determinar qué funcién serd la mejor para estimar el pard-
metro (), lo cual serd resuelto en el capitulo dedicado a la estimacién.

A continuacién exponemos el concepto de estadistico que es fundamental
para estimar los pardmetros poblacionales, pues los estimaremos mediante es-
tadisticos definidos a partir de las observaciones de una muestra aleatoria.

Definicion 1.2. Estadistico.

Un estadistico es cualquier funcién real de las vanables aleatorias que
integran la muestra, es decir, ¢s una funcion de las observaciones mues-
trales, la cual no contiene ningin valor o pardmetro desconocido.

Continuando con la poblacién de funcién de distribucién F(x, 1), en donde
fl es un pardmetro desconocido, y considerando una muestra aleatoria simple,
(X,, .., X,), constituida por n variables aleatorias independientes ¢ idéntica-
mente distribuidas, podemos definir algunos estadisticos o funciones de esas
variables aleatorias, como por ejemplo:

X, +ot X,
N A
X3+t X2

X, . .X)=
g,(X ) "

(X, - Xp*+ -+ (X, - X)?
n

ga(Xu wey Xn) =

* En la Estadistica cldsica un pardmetro se puede considerar como una constante fija cuyo
valor se desconoce.
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los cuales se determinan totalmente a partir de las observaciones mues-
trales.

En general un estadistico 7' lo representaremos como®:
Tr=gX,, .. X))

es decir, como una funcién g de las observaciones muestrales, que a su vez serd
también una variable aleatoria, pues para cada muestra el estadistico 7 tomar4
un valor diferente, asi pues para una muestra concreta (x,, .., x,) el estadistico
tomard el valor:

T=g(x,, ..,Xx,)

y a medida que vamos tomando muestras diferentes se obtienen distintos valo-
res del estadistico, resultando que efectivamente el estadistico T es también
una variable aleatoria y por consiguiente tendrd su correspondiente distribu-
cién, a la que llamaremos dlstnbucuin muestral del esladisnco COmo veremos
posteriormente. o

Vemos pues que un pardmetro y un estadistico son conceptos muy diferen-
tes, pues el pardmetro es una constante y cuando se conoce determina comple-
tamente el modelo probabilistico, sin embargo el estadistico es una variable
aleatoria cuyo valor dependerd de las observaciones muestrales.

En diferentes ocasiones se han estudiado medidas numéricas correspon-
dientes a conjuntos de datos, asi pues estudiamos, entre otras, la media y
la desviacién tipica. Ahora vamos a distinguir entre medidas numéricas calcu-
ladas con conjuntos de datos poblacionales y las calculadas con datos mues-
trales. Asf pues, si la medida numérica se calcula para el conjunto de datos
poblacionales le Tlamaremos valor del parimetro poblacional y si se calcu-
la para el conjunto de datos muestrales, le llamaremos valor del estadistico
muestra_l__

® Seguiremos como norma general el utilizar letras mayusculas para indicar las variables alea-
torias, para los estadisticos, estimadores y para representar una muestra aleatoria general, y utili-
zaremos letras mintisculas para los valores concretos que puedan tomar las variables aleatorias, las
estimaciones y la realizacién de una muestra o muestra concreta.
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Definicién 1.3. Pardmetros media, varianza y proporcién poblacional.

En una poblacién finita de tamafio N los pardmetros poblacionales
media, varianza y proporcién poblacional vienen dados por’:

1 N
p=y I X [1.4]
| N
Gzzﬁ 2 (X — ) [1.5]

i

Il
-

_ X _ nimero de éxitos en N pruebas [1.6]
P=N nimero de pruebas )

Definicion 1.4. Estadistico media, varianza y proporcién muestral.

Para una muestra aleatoria simple de tamafno n, (X,, .., X,) los es-
tadisticos media, varianza y proporcion muestral se definen como:

_ 1

X:H_zz[ X, [1.7]

52 = : i(xf—}?}z [1.8]
n—1,5

X nidmero de éxitos en n pruebas
Py=—= i [1.9]
n nimero de pruebas

El estadistico varianza muestral, S*, se puede formular también mediante
las siguientes expresiones algebraicas:

L G
= 2 _ X2 = —— 2 _ M=l /7
s (z X nX) —| T x; . [1.10]

n—1\,5 i= 1

" Si la poblacién es infinita utilizaremos la misma notacién para designar estos pardmetros
poblacionales, pero estos no pueden ser calculados a partir de estas sumas finitas, sino que tendre-
mos que recurrir al cdlculo de valores esperados de variables aleatorias de tipo continuo.
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En efecto para ver la equivalencia de la expresién [1.8] con la [1.10], consi-
deramos el numerador de la [1.8] y tendremos:

i (X, — XpP = Z (X2 -2X,X + X?)

=Y x?-2X ¥ x,+
i=1

i=1

aon
>§Jr

[}
-

= ¥ X?-2X(nX) + nX?

i=1

n 2
,. ()
P-nXi= Y Xp~EL L

i=1 i=1

[1.11]

I
ag!
>~

Si en lugar de considerar las n variables aleatorias, independientes e idénti-
camente distribuidas (X |, ..., X,), que constituyen la muestra aleatoria simple,
consideramos una muestra concreta (x,, ... x,) entonces los valores de estos
estadfisticos muestrales son:

l n
X=- =Z [1.12]
=il (x, — X)? [1.13]
n—1
n X
e [1.14]

Luego vemos que efectivamente el estadistico es una funcién de las obser-
vaciones muesirales, y en estos casos asigna a cada muestra observada la me-
dia de los valores, la varianza o la proporcién, respectivamente®.

1.4. FUNCION DE DISTRIBUCION EMPIRICA

Sabemos que la funcién de distribucién de una variable aleatoria X estaba
definida como:

F(x) = P(X € x)

£ Se observa que al definir el estadistico varianza muestral s¢ divide por n — 1 en lugar de por
n, la razén las veremos con mds detalle después, pero aqui ya adelantamos que se ha definido asi la
varianza muestral s* | para que esta s? sea un estimador insesgado de la varianza poblacional o’
pues si hubiéramos leIdldO por n entonces el estadistico no serfa un estimador insesgado.
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y puede representar la proporcién de valores que son menores o iguales que x.

De manera similar podemos definir la funcién de distribucién empirica
para una muestra.

Definicién 1.5. Funcién de distribucién empirica de la muestra.

Consideremos una poblacién con funcién de distribucién F(x) y sean
(xy, ..., X,) los valores observados correspondientes a una muestra aleato-
ria simple procedente de esa poblacién, y designamos por N(x) el nimero
de valores observados que son menores o iguales que x. Entonces defini-
mos la funcién de distribucion empirica de la muestra, que la notaremos
por F (x), como:

F(x)=— [1.15]

Ejemplo 1.2
Dada una muestra aleatoria formada por las observaciones muestrales

(3, 8, 5,4, 5). Obtener la funcién de distribucién empirica y su correspondiente
representacién grafica.

Solucidn:

Utilizando la expresién [1.15] podemos obtener la funcién de distribucién
empirica que aparece en la Tabla 1.5.

TaBLA 1.5. Funcion de distribucién empirica.

Observaciones muestrales x N(x) F(x)
— <3 0 0,0
3 <3 1 0,2
4 <4, 2 0,4
5 <5 4 0,8
8 <8, 5 1,0

La representacién grdfica de esta funcién de distribucién la tenemos en el
Gréfico 1.2.
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F5(x)
A
1,0 + —_—
08 | : ’
06 1 i
04 1 e
0,2 _
- — . ‘ f I 1 f ; — X
0 1 2 3 4 5 6 7 8

GRAFICO 1.2, Funcidn de distribucién empirica.

La funcién de distribucién empirica tiene las mismas propiedades que la
funcién de distribucién de la variable aleatoria, y, se puede demostrar, utilizan-
do el teorema de Glivenko-Cantelli’, que F,(x) converge en probabilidad a F(x).
Lo cual, a efectos practicos, implica que cuando el tamafio de la muestra crece
la grdfica de la funcién de distribucién empirica se aproxima bastante a la de la
funcién de distribucién de la poblacién, y se puede utilizar como estimador de
[a misma.

De todo esto se deduce que la funcién de distribucién empirica o su gréfica
se puede utilizar para determinar la forma general de la distribucién poblacio-
nal. También es f4cil y muy frecuente el reconocer la forma de la distribucién
observando el histograma correspondiente que nos daria idea de la funcién de
densidades.

? El teorema de Glivenko-Cantelli, lamado también Teorema fundamental de la Estadistica, por
su papel fundamental en la inferencia estadistica, indica que la funcién de distribucién empirica de
la muestra F (x) converge en probabilidad a la funcién de distribucién de la poblacién F(x). Es
decir, para ¢ > 0, se verifica:

Iim P[ sup | F,x)— F(x)| 2] =0

-t “Lexcta

Lo cual significa que si la muestra es suficientemente grande y se verifica el teorema, entonces la
muestra puede proporcionar informacién casi exacta sobre la distribucién de la poblacién.
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1.5. DISTRIBUCION MUESTRAL DE ESTADISTICOS

Como veremos posteriormente los estadisticos muestrales (proporcién, me-
dia y varianza muestral) se Lemm_zaLpdmm los correspondientes
par; fametros poblacionales. Asi pues, para estudiar propiedades de estos es-
tadfstl cos, como estimadores de los pardmetros poblacionales, serd necesario
estudiar 1as ciir':rcterl'c“t‘cas de la distribucién de probabilidad de estos estadis-
tlcos a

Sabemos que los estadisticos muestrales se calculan a partir de los valores
(X,, .., X,) de una muestra aleatoria, y estos estadfsticos son también variables
a]eatorlas Como taleq varlableq aleatorias tienen su distribucién de probabili-
dad, asf pues los estadisticos muestrales: proporcién, media, varianza, etc., ten-
dfam”espondlenle distribucién de probabilidad. Si tales distribuciones
de probabilidad se pueden obtener, entonces serd posible establecer afirmacio-
nes probabilisticas sobre esos estadisticos.

La distribucién exacta de los estadisticos dependerd del tamaho muestral n.
Asi, en muchas situaciones, encontrar la distribucién de probabilidad exacta
del estadistico media muestral X, incluso para n pequefio y variables aleatorias
discretas, serd bastante pesado, pero sin grandes dificultades tedricas. En mu-
chos casos esto serd relativamente sencillo, mientras que en otros lo mejor que
se puede hacer es tomar una muestra grande y utilizar la distribucién limite
apropiada.

El término distribucién muestral se utiliza para poner de manifiesto que
hay diferencia entre la distribucién de la poblacién de la cual se ha extraido la
muestra y la distribucién de alguna funcién de esa muestra.

Conceptualmente, la distribucién muestral de un estadistico puede ser ob-
tenida tomando todas las posibles muestras de un tamafo fijado n, calculando
el valor del estadistico para cada muestra y construyendo la distribucién de
estos valores.

En esta seccién estamos interesados en determinar las distribuciones de
probabilidad de algunos estadisticos muestrales, en concreto, para la media X
y varianza S? muestral, que serdn de bastante utilidad en diferentes aplicacio-
nes estadisticas.

Asi, por ejemplo, si el estadistico es la media muestral X, la distribucién
muestral de X puede construirse tomando todas las muestras posibles de ta-
maifio n, calculdndo el valor del estadistico X para cada muestra, quc lo nota-
remos por X, y I'ormando la distribucién de los valores x. T
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Ejemplo 1.3

Supongamos una poblacién formada por las cinco tiendas existentes en
un municipio. La caracteristica a investigar serd el nimero de horas que
diariamente permanecen abiertas esas tiendas y que representaremos por la
variable aleatoria X, estando los valores poblacionales expresadas en la Ta-
bla 1.6.

TABLA 1.6. Valores poblacionales de la variable aleatoria X.

Tiendas Valores de X
T, x; =12
T, x, = 10
Ty x, =14
T, X = 9
T xs =10

Los valores de los pardmetros media y varianza poblacional serdn:

IA’
n=y L X

1
=—(12+10+14+9+10)= 1]

wn

—

Ii[\/]z

. T, o
o N, 1)

1

" (12— 11 +(0— 11>+ (14 =11+ (9~ 112 + (10 — 11)}] = —
Las diez posibles muestras aleatorias simples de tamano 3 que se pueden

tomar y el valor del estadistico media muestral aparecen en la Tabla 1.7.

La distribucién de probabilidad del estadistico media muestral X viene
dada por la Tabla 1.8.
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TABLA 1.7. Posibles muestras de tamaiio 3 y valores del estadistico media muestral.

Observaciones muestrales  Estadistico media muestral X
Muestras s

X; x
T T: 79 (12, 10, 14) 12,0 -
(T, T, T,) (12, 10, 9) 10,3-
; .79 (12, 10, 10) 10,6
(T; Ts 7Y (12, 14, 9) 11,6°
(F; Tu T (12, 14, 10) 12,0
0 T, 7 (12, 9, 10) 103
(T, Ty T,) (10, 14, 9) 11,0 -
{r, Tu'1y) (10, 14, 10) 113
0 5 X (10, 9, 10) 9,6
(Ts T.T) (14, 9, 10) 11,0-

TABLA 1.8, Distribuciones muestral del estadistico media muestral X.

Valores del estadistico Funciéa de probabilidad
media mfneslral X P()=P(X=5)

X

9.6 0,1

103 02

10,6 : 0.1

1.0 02

13 0.1

1,6 0.1
12,0 02

La representacién grdfica de la distribucién muestral del estadistico media
muestral X, se tiene en el Grdfico 1.3.

Veamos ahora otro ejemplo mds completo para muestras de tamafio dos en
el cual obtendremos las distribuciones de probabilidad de los estadisticos me-
dia, X, y varianza, S2, muestral. También obtendremos las medias y varianzas
de ambos estadisticos.
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P(x)

0,2

A, : | 3
10 1 12 13

GRAFICO 1.3. Distribucién muestral del estadistico media muestral X.

Ejemplo 1.4

Sea una empresa dedicada al transporte y distribucién de mercancias, la
cual tiene una plantilla de 50 trabajadores. Durante el ltimo afo se ha obser-
vado que 25 trabajadores han faltado un solo dia al trabajo, 20 trabajadores
han faltado dos dias y S trabajadores han faltado tres dias. Si se toma una
muestra aleatoria, con reemplazamiento, de tamafo dos (X, X,) del total de
la plantilla, obtener:

1. La distribucién de probabilidad del nimero de dias que ha faltado al
trabajo un empleado, su media y su varianza.

Distribucién de probabilidad del estadistico media muestral X,

La distribucién de probabilidad del estadistico varianza muestral, S°.
La media y varianza del estadistico media muestral.

La probabilidad de que el estadistico media muestral, X, sea menor
que 2.

La media y varianza del estadistico varianza muestral.

La probabilidad de que el estadistico varianza muestral, S, sea menor
o igual que 0,5.

S

o

Solucion:

1. Empezaremos obteniendo la distribucién de probabilidad de la varia-
ble aleatoria:

X: nimero de dias que ha faltado al trabajo un empleado elegido aleato-
riamente de la plantilla total.
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La variable aleatoria X, puede tomar los valores 1, 2 6 3, y como la selec-
cién se hace de manera aleatoria, todos los trabajadores tendrdn la misma
probabilidad de ser seleccionados, luego la distribucién de probabilidad de la
variable aleatoria X viene dada en la Tabla 1.9, y serd la distribucién de proba-
bilidad de la poblacién.

TABLA 1.9. Distribucién de probabilidad de la variable aleatoria X.

Valores de la va:iable aleatoria X Probabilidades P(X =x) = P(x)

1 | PX“]“PI‘§‘05

2 J(X—Z—ICZ—Z 04
3 P(X“-—3—P(3]—‘S“01

A partir de esta distribucién de probabilidad tenemos que la media sera:
u=E[X]= Z x;- P(X = x))
= 1(0,5) + 2(0,4) + 3(0,1)
= 1,6
y la varianza
o? = Var (X) = E[(X — 0)*1=} (x;, — #)*- P(X = X))

= (1 — 1,6)%0,5) + (2 — 1,6)*(0,4) + (3 — 1,6)%(0,1)
= 0,44
Observamos que si sumamos el niimero total de faltas al trabajo que se han

producido en la poblacién de los 50 empleados y dividimos por los 50 emplea-
dos tenemos la media.

25-1+202+5-3_80 _
50 50

Andlogamente sucede con la varianza.
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Por esto, en lo sucesivo u y o serdn consideradas como la media y la
varianza poblacional, respectivamente.

2. Seleccionamos una muestra aleatoria, con reemplazamiento, de tamafo
dos (X, X,), siendo:

X ,: variable aleatoria correspondiente al ntimero de dfas que falta el pri-
mer trabajador seleccionado.

X ,: variable aleatoria correspondiente al mimero de dfas que falta el sc-
gundo trabajador seleccionado.

Ambas variables aleatorias X, y X, tienen la misma distribucién de proba-
bilidad que la de la variable aleatoria X, correspondiente a la poblacién.

Pero como nos interesa obtener la distribucion de probabilidad de es-
tadistico media muestral:

— o]
X=5.(X1+X2}

ésta estard relacionada con la distribucién de probabilidad de las variables
aleatorias X, y X,.

Para tener las distribuciones de probabilidad de los estadisticos media X y
varianza §? muestral necesitaremos tener los diferentes valores que puede to-
mar y sus probabilidades. Para cllo empezaremos obteniendo las posibles
muestras, con reemplazamiento, de tamafio dos, sus probabilidades y los valo-
res correspondientes de los estadfsticos media y varianza muestral, que vienen
dados en la Tabla 1.10.

TABLA 1.10. Muestras de tamaiio dos y valores obtenidos para las distribuciones de
probabilidad de X y S

Muestras de B

tamaiio dos X §? P(X,=x,, X,=x,)
(-tn Iz)
(1, 1) 1,0 0,0 0,25
(1, 2) 1,5 0,5 0,20
(1, 3) 2,0 2,0 0,05
(2, 1) 1.5 0,5 0,20
(2, 2) 2,0 0,0 0,16
(2,3) 2,5 0,5 0,04
(3, 1) 2,0 2,0 0,05
3, 2) 2,5 0,5 0,04

(3, 3) 30 0.0 0,01
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Para obtener las probabilidades correspondientes a los diferentes valores
muestrales, tendremos en cuenta que las variables X, y X, son independientes,
pues el muestreo se ha realizado con reemplazamiento. Luego

KE=1)=PFX,=1.X,=1)
=PX,=1)-PX,=1)
= (0,5)0.5) = 0,25
PX=19=PlX;=1,X:=2 6 (X, =2 X,=1)]
= PX,=1,X; =0+ PX,=2.X,=1)
=PX,=1)PX,=2+PX,=2-PX,=1)
= (0,5)(0,4) + (0,4)0,5)
= 0,20 + 0,20 = 0,40

Andlogamente obtendremos las restantes probabilidades.

La informacién que nos proporciona la Tabla 1.10 la utilizaremos para
obtener la distribucién de probabilidad del estadistico media muestral X, asi

pues:
P(X =1)= 025
P(X = 1,5) = 0,20 + 0,20 = 0,40
P(X =2) =005+ 0,16 + 0,05 = 0,26
P(X = 2,5)= 0,04 + 0,04 = 0,08
P(X = 3)= 0,01

Luego la distribucién de probabilidad del estadistico media muestral X la
tenemos en la Tabla 1.11.

TABLA L.11. Distribucion de probabilidad del estadistico media muestral X.

Valores del estadistico X Probabilidades
5 . P(X=5)=P()

0,25
0,40
0,26
5 0,08

0,01

N

L b =
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3. Andlogamente podemos obtener la distribucién de probabilidad del
estadistico varianza muestral S%. Los diferentes valores del estadistico S? apa-
recen en la tercera columna de la Tabla 1.10, asi pues, para la primera muestra
tenemos:

1

n—1,;

s?=

i (x; — x_)2
=1

1
S5 ML — 12 127 —
=gl = D? (L~ 1] =0

Para la segunda muestra serd:

1
§* = '2—:—1 [(1r - 1,5) + (2.~ 1.5)2] = 0,5

y de manera andloga tendriamos los restantes valores.

Las probabilidades correspondientes a los diferentes valores del estadistico
S?, las obtenemos a partir de la Tabla 1.10, asf pues:

P(S8? = 0,0) = 0,25 + 0,16 + 0,01 = 0,42
P(s? = 0,5) = 0,20 + 0,20 + 0,04 + 0,04 = 048

P(S* = 2,0) = 0,05 + 0,05 = 0,10

Y la distribucién de probabilidad del estadistico varianza muestra S? viene
dada en la Tabla 1.12.

TABLA 1.12.  Distribucién de probabilidad del estadistico varianza muestral S,

Valores del estadistico S* Probabilidades
st P(S*=sY)=P(s?)
0,0 0,42
0.5 0,48
20 0,10

4. Para el calculo de la media y varianza del estadistico media muestral
tendremos en cuenta su distribucién de probabilidad dada en la Tabla 1.11.
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Utilizando la definicién de valor esperado de una variable aleatoria de tipo
discreto tenemos:

1(0,25) + 1,5(0,40) + 2(0.26) + 2,5(0,08) + 3(0,01)
1,60

E[(X — E(X])]

=Y (x; — 1,60)*- P(X = x))

Il

6% = Var (X)

= (1 — 1,60)%(0,25) + --- + (3 — 1,60)%(0,01)
=009 + - + 0,019
= 0,22

5. Teniendo en cuenta la distribucién de probabilidad del estadistico me-
dia muestral X, Tabla 1.11, se tiene:

PX<2)=PX=1)+PX =15)
= 0,25 + 0,40
= 0,65
6. Teniendo en cuenta la distribucién de probabilidad del estadistico va-

rianza muestral, %, dada en la Tabla 1.12, y procediendo de manera andloga a
como lo hemos hecho para el estadistico media muestral, tendremos

ug: = E[§2] = Z st-P(S* =5}
= 0,0(0.42) + 0,5(0,48) + 2,0(0,10)
=044
o2 = Var (%) = E[(S* — E[5%])*]
=Y (s} — 044)P(S* = s})

= (0,0 — 0,44)%(0,42) + (0,5 — 0,44)*(0,48) + (2,0 — 0,44)*(0,10)
= 0,0813 + 0,0017 + 0,2434
= 0,32
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7. Basdndonos en la distribucién de probabilidad del estadistico varianza
muestral 2, Tabla 1.12, se tiene:

P(S? <0,5) = P(S* =0,0) + P(S* =0.5)
=042+ 048
= 0,90

Con este ejemplo, se pone de manifiesto que incluso para muestras de ta-
mafio pequefio y estadisticos con pocos valores posibles se hace pesado el
obtener la distribucién de probabilidad de los estadisticos muestrales. Para
evitar esto en los siguientes apartados daremos algunos resultados que simpli-
fican estos problemas.

1.6. MEDIA Y VARIANZA DE ALGUNOS ESTADISTICOS

En el Ejemplo 1.4 hemos obtenido:

— La media, p, y varianza, ¢, poblacional.

— Los estadisticos media X y varianza S muestral.

— La media y varianza de los estadisticos media muestral, X, y varianza

muestral, $%, para una muestra de tamafo n = 2.

Estos resultados se recogen en la Tabla 1.13, en donde se observa:

1=

2-(1

3.0

Que E[X]=E[X],

es decir, que la media del estadistico media muestral es igual a la
media de la poblacion.

Que E[S?*] = Var (X),

es decir, que la media del estadistico varianza muestral es igual a la
varianza de la poblacién.

Var (X)
2 L]

Que Var (X)=

es decir, que la varianza del estadistico media muestral es igual a la
varianza de la poblacién dividida por el tamafio de la muestra, n.
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TaBLA 1.13. Media y varianza poblacional y de los estadisticos media y varianza mues-
tral del ejemplo 1.4, para n = 2.

Poblacional Estadistico Estadistico
media muestral varianza muestral
X X 8
s u=E[X] =16 ux = E[X] = 16 ng = E[S*] = 044

Varianza o*=Var (X)=044 oi=Var(X)=022 ol = Var(5§) =032

Estos resultados no sélo se verifican para este ejemplo sino que se verifican
en general, como veremos en los siguientes teoremas.

Teorema 1.1

Si(X,, .., X,) es una muestra aleatoria simple de tamafio n proceden-
te de una poblacién, descrita por la variable aleatoria X, con media
E[X]=p y varianza Var (X) = ¢ entonces la esperanza de la me-
dia muestral es igual a la media de la poblacién, p, y 1a varianza de la
media muestral es igual a la varianza poblacional, ¢?, dividida por n, es
decir,

2

E[X]=u y Var(f)=% [1.16]

Demostracion:

Teniendo en cuenta la definicién de muestra aleatoria simple, resulta que
las variables aleatorias X ,, .., X, son independientes, todas tienen la misma
distribucién de probabilidad que la poblacién X y en consecuencias todas
tienen la misma media y la misma varianza que la poblacién X, es decir:

E[X,]=--=E[X,]=E[X]=pn
Var (X,) = --- = Var (X,) = Var (X) = ¢*

Luego si tenemos en cuenta las propiedades de los valores esperados, re-
sulta que la media o esperanza matemdtica del estadistico media muestral
serd:
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X+ +X
E[X] = [ ———” ]

1
=~ E[X,+ -+ X,]

1
= (E[X,] + -+ E[X,])

1 np
n n

Andlogamente para la varianza, y dado que las variables aleatorias
X,. ... X, son independientes, resulta:

_ X, + o X,
Var (X) = Var [ =————*

1
n?

Var (X, + -+ X,)

=

1
= — (Var (X,) + --- + Var (X,))
n
1 2 2
=—(c* + .+0-2}=n_62v_i,
n n n

Luego vemos que se puede obtener la media y la varianza del estadistico
media muestral X sin necesidad de conocer la distribucién probabilidad del
estadfstico X, y sin importar la distribucién de probabilidad de la poblacién
siempre y cuando la varianza tenga un valor finito.

A la correspondiente desviacion tipica del estadistico X se le llama error
estdndar de la media y viene dado por: .

error estdndar de la media muestral X = —— [1.17]

Jn

Observando los resultados de la expresién [1.16] se pone de manifiesto que
el valor central del estadistico media muestral es la media poblacional p, y
como la dispersién del estadistico media muestral X en torno a su media p es:

2

2 - a
Var (X) = E[(X — 0] =—
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resulta que cuanto mayor sea el tamano muestral n menor serd la Var(X), es
decir, menor serd la dispersién de X en torno a la media poblacional g, y el
valor observado del estadistico X estard mds préximo a g, lo cual nos permite
decir que el estadistico media muestral X puede ser considerado como un buen
estimador de la media poblacional p.

En el Grafico 1.4 se indica la distribucién muestral del estadistico media
muestral, X, para muestras de tamafo n = 25 y n = 110 procedentes de una
poblacién normal N(100, 6), en donde se observa que cada distribucién mues-
tral estd centrada sobre la media poblacional, pero cuando el tamafio muestral
aumenta la distribucién muestral del estadistico media muestral estd mds con-
centrada en torno a la media de la poblacién. En consecuencia el error estdn-
dar de la media muestral es una funcién decreciente del tamafio n de la mues-
tra, y la probabilidad de que la media muestral difiera de la media poblacional
en una cantidad fija, disminuye cuando el tamafio de la muestra crece.

Luego, si el tamano de la muestra aumenta, la precision de la media mues-
tral para estimar la media de la poblacién también aumenta. Por ejemplo, si se
toma una muestra aleatoria de tamafnio n = 16, entonces:

) a
error estindar de la media muestral = —— =

=
&1 9

J(x)

| 6
; —> N(IOO. —)
i

J\/ : : !

85 90 95  u=100 105 110 15

=

GRAFICO 1.4. Representacion grdfica de las funciones de densidad del estadistico media
muestral para muestras de tamaio n= 25 y n= 110, de una poblacién
N(100, 6).

y la media muestral X tiene una precisién /16 = 4 veces mayor para estimar
la media poblacional que la que tendria si se hubiera tomado una muestra con
una sola observacién, pero el aumento de la muestra tiene un limite, pues llega
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un momento que aunque el tamano de la muestra siga aumentando la preci-
sion practicamente no aumenta. En efecto, supongamos una poblacién con
@ =12 y calculamos la desviacion estdndar del estadistico X para diferentes
valores de n, obteniéndose la Tabla 1.14.

TABLA 1.14. Diferentes valores de la desviacién estdandar de X cuando ¢ = 12 para
n =3, 10, 20, 30, ..

Valores de n 5 10 20 30 40 50 60 70 B8O 90 100

Desviacion estdndar —— 538 379 2,68 2,19 189 169 1,55 143 134 126 120
vn

Observando los valores de la Tabla 1.14 y su correspondiente representa-
cién gréfica, Grafico 1.5, se observa que la desviacién estdndar de X dismi-
nuye sustancialmente a medida que n aumenta, pero cuando n pasa de 40 esta
disminucién se reduce hasta tal extremo que cuando n sigue creciendo y toma
valores superiores a 80 6 90 la desviacién estdndar de X practicmente no
disminuye. En consecuencia, podemos decir que si utilizamos el estadistico
media muestral X para tener conocimiento o hacer inferencias sobre ¢l para-
metro media poblacional g no es conveniente tomar muestras de tamano
demasiado grande pues el aumento del coste no compensa con la escasa
disminucién de la precisién.

12

n

i | 1 | ! | | | | |
-+— T 1 T T 1

i
5 20 30 40 50 60 70 80 90 100

GRAFICO 1.5. Representacion de la evolucién de la desviacién estdndar del estadistico
X en funcidn de n.
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El resultado obtenido en el Teorema 1.1 es vidlido cuando el muestreo se
hace de una poblacién infinita, o bien de una poblacién finita, pero con
reemplazamiento, pues las variables aleatorias X |, ..., X, tienen que ser inde-
pendientes. Si el muestreo se hace sin reemplazamiento en una poblacién
finita de tamafio N, las variables aleatorias X |, ..., X, no son independientes y
entonces tendriamos que:

al

=

a’ —n
n N—1

E[X]=pu , Var(X)=

. n ‘e p; .
Al término se le suele llamar factor de correccion de poblacién finita.

Teorema 1.2

Si (X, .., X,) es una muestra aleatoria simple de tamaifio n, proce-
dente de una poblacién, descrita por la variable aleatoria X, con va-
rianza, Var(X) = o2, entonces la esperanza de la varianza muestral S?
es igual a la varianza poblacional ¢? y la varianza de la varianza mues-
tral es funcién del momento central de orden cuatro, es decir'®

3 —
E[S*]=06¢%2 y Var(§)= Py~
n  nn—1)

¢ [1.18]

} : . 1 T N T 1
piEn e @ | i .l At I pad o .

Demostracion:

Sabemos que el estadistico varianza muestral viene dado por:

§?=

S (X, - X)?
"_lfzzl(l )

pero otra forma de expresarla es la siguiente:

19" Si la poblacién de partida es N(u, o) entonces como j, = 3a*, lenemos:

3 I—n 1 204
Var (s?) = — + g% = (3ne* — 3a* + 36* - nat) =
n nn — 1) nin — 1) n—1
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o 1 S S T T 1 y = _ vy2
S _"_I;Z;(X‘ X) —n_li;(x‘ u+ pu—X)
=— Y X —p - X~ p)
i=1
1 w 4 - B -
=1 YO — P+ (X = = 22X X )
i=1
R = _ n
- Y (X~ X - - 2AX ) Y (X #’]
n—1[=5 =
1 T2 = _ _
p— Y (X, —pu?+nX - p)? - 2AX — w)nX - n;z)]
Li=1
=n1] ) (X.-‘#}z+ﬂ{f*u]1—2n(f-y)z]
L i=1
- Z (X, — W — —— (X = [1.19]
14 n—1

Tomando valores esperados resulta:

= 1 ‘ _ma__n v _ 2
E[SZ]_E[H—Ijgl Xi = w) ﬂ'"](X 'u)il

L il B T
—”_IEIEE(XE W1 ——— [EX 1?]

1 n 2

o
ne —
n—1 n—1n




MUESTREO Y DISTRIBUCIONES EN EL MUESTREO 53

L]

Luego vemos que la esperanza del estadistico varianza muestral es igual a
la varianza poblacional. Resultado que también sera de bastante utilidad
cuando estudiemos la estimacioén.

La segunda parte no la demostraremos, pues aunque no presenta dificul-
tad los desarrollos son algo pesados''.

1.7.  DISTRIBUCIONES DE ESTADISTICOS MUESTRALES
DE POBLACIONES NORMALES

En este apartado estudiaremos las distribuciones de algunos estadisticos
para muestras procedentes de poblaciones normales, cuyos pardmetros pue-
den, o no, ser conocidos.

Sabemos que muchos fenémenos que se observan en la realidad tienen
distribuciones de frecuencias relativas que al representarlas tienen una forma
parecida a la distribucién normal, por ello podemos suponer que la mayoria
de las poblaciones con las que nos encontraremos serdn normales, y las va-
riables aleatorias observadas en una muestra aleatoria (X ,, ..., X,) serdn inde-
pendientes y tienen la misma distribucién.

1.7.1. DISTRIBUCION DE LA MEDIA MUESTRAL CUANDO
SE CONOCE LA VARIANZA POBLACIONAL

Al estudiar las propiedades que se¢ deducian de la distribucién normal, la
primera que considerdbamos era la referente a la distribucién de una com-
binacién lineal de variables aleatorias normales. Asi pues, sabemos que si
X,, ... X, son variables aleatorias independientes distribuidas segiin una
N(p, o), para i=1, .., ny si a,, .., a, son nimeros reales, entonces la
variable aleatoria

Y=g/ X+ +alkX,

sigue una distribucién

N(ayp, + - + ap,, \/ato} + - + alal)

Este resultado nos serd de bastante utilidad para obtener la distribucién
de la media muestral, como veremos en el Teorema 1.3.

"' Pueden verse en ROHATGI (1976), pdg. 305.
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Teorema 1.3

Sea (X, ... X,) una muestra aleatoria simple de tamafo n, proce-
dente de una poblacién N(u, o). Entonces la distribucién del estadistico
media muestral tendrd una distribucién normal, es decir:

Pl Z X N(,u, i_) [1.20]

y como consecuencia el estadistico

X—u
n

a/\/

Z'::_—

- N(0, 1)

Demostracion':

Sabemos que la funcién generatriz de momentos de una variable alcatoria
X, N(u, o) es:

1
- el
tw+3 e

gylt) = E[e*] = ¢
y como las variables X, son independientes y todas tienen la misma distribu-
cién N(u, o), entonces la funcién generatriz de momentos del estadistico me-
dia muestral ser4:

gx(t) = E[e¥] = E[¢ (Z' X:)]

=g[e (X? e )f_,)]

=g 2

2 Ver CASAS y SANTOS (1995). Introduccion a la Estadistica para Economia y Administracion
de Empresa, cap. 12, La demostracién es una consecuencia inmediata de la propiedad I de la

1
distribucién normal, bastard hacer a4, = -y b = (.
n
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que es la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria distribui-

a
da segiin una N(p, —~)
Ja

Luego, teniendo en cuenta la unicidad de la funcién generatriz de momen-
to, resulta que:

¢ \/n)

En muchas situaciones la poblacién de partida de la cual se extrae la
muestra no es normal. En tales casos la distribucién muestral del estadistico
media muestral X, seguird siendo normal con media u y desviacién tipica

a .
——, es decir,
Jn

qu( [1.21]

7

siempre que el tamaiio muestral sea grande, n = 30. Este resultado es una
consecuencia inmediata del Teorema Central del Limite"

En el Gridfico 1.6, de la pdgina siguiente, podemos observar la evolucion
de la forma de la distribucién muestral del estadistico media muestral X
cuando el tamano de la muestra aumenta.

Observamos que cuando la poblacién de partida no es normal, la forma
de la distribucién muestral no es exactamente normal, pero cuando el tama-
fio muestral n = 30, entonces es aproximadamente normal, siendo la aproxi-
macién tanto mejor cuanto mayor sea n. También observamos que la disper-
sién de la distribucién muestral de X disminuye cuando el tamafio muestral,
n, aumenta.

De la aproximacién dada por la expresion [1.21], tipificando se tiene:

X =
Z=——--——+N(0 1) [1.22]

o/ /n

¥ En el Teorema Central del Limite no importa la distribucién que siguen las variables aleato-
rias, pero si era necesario que las variables X |, ..., X, fuesen idénticamente distribuidas, con media
y varianza finitas,
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1. Distribucién poblacional (no es nor-
mal). N

X
2. Distribucién muestral de X para N
n=>5 ! &
3. Distribucién muestral de X para /\
n=15 ! _
X
4. Distribucién muestral de X para i
n=30 !
Aproximadamente normal : -
5. Distribucién muestral de X para .‘
n=170 .’
Aproximadamente normal ! 3

GRAFICO 1.6. Distribucién poblacional y evolucién de la distribucion
muestral de X.

Cuando la poblacién de la que se ha extraido la muestra es normal la
distribuciéon dada por la expresién [1.22] es buena aunque el tamafo de
la muestra sea pequefio. Pero si la poblacién de partida no es normal enton-
ces la aproximacién [1.22] serd buena para valores de n grandes, es de-
cir, n = 30.

También es interesante el conocer la distribucién muestral de la suma de
los cuadrados de variables aleatorias N(0, 1) e independientes, como se indica
en el siguiente teorema.
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Teorema 1.4

Sea (X,, .., X,) una muestra aleatoria simple de tamano n, proce-
dente de una poblacioin N(u, o). Entonces las variables aleatorias

X,—nu

a

b

son N(0, 1) e independientes y tales que

sigue una distribucién y* con n grados de libertad.

La demostracién no presenta dificultad, pues bastard tener en cuenta la
definicién y propiedades dadas de la distribucién y2.

Ejemplo 1.5

El nimero de libros encuadernados diariamente por una maquina auto-
maética sigue una variable aleatoria cuya distribucién no se conoce, con una
desviacién tipica de 16 libros por difa. Si se selecciona una muestra aleatoria
de 49 dias, determinar la probabilidad de que el nimero medio de libros
encuadernados durante esos dfas (la media muestral) se encuentre a lo sumo
a 3 libros de la verdadera media poblacional.

’ 19
Solucion: -

Aungque la distribucién de la poblacién no es conocida pero como n = 49,

mayor que 30, entonces la distribucién de la media muestral se aproximard a

una N(,u. _\;T;) es decir,
- 16
X- N(,u. i) = N(,u. ——)
Jn J49

O bien, la distribucién de la variable alcatoria

—,u X—pu

o//n  16//49

Z= - N(0, 1)
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La probabilidad que nos piden, utilizando la Tabla A.7 del anexo A de
tablas, serd:

P(X —pu/<3)=P(-3<(X - p<3)

3 X—u 3 )
= P| — < <
( 16/,/49 s 16//49 ~ 16//49

=P(-131<Z<131)

= F(1,31) — F(—1,31)
= 0,9049 — 0,0951
= 0,8098

Ejemplo 1.6
Refiriéndonos al ejemplo 1.5. Determinar el tamafio de la muestra para

que la media muestral se encuentre a lo sumo a 3 libros de la media poblacio-
nal con una probabilidad del 0,95.

Solucion:

Ahora se tiene que verificar:

P(X —ul<3)=P(—3<(X—u<3)=095

Dividiendo cada término de la desigualdad por %, pero o= 16, resultard:
n

P(_ 3 4}?—#{ 3
16//n  16//n  16/\/n

Luego utilizando la Tabla A.7, del anexo de tablas, se tiene que:

)= P(— 0,187 /n < Z < 0,187 /n) = 095

P(—196 < Z £ 1,96) = 0,95
pues
F(—1,96) = P(Z < —1,96) = 0,025
F(1,96) = P(Z < 1,96) = 0,975
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de donde resulta que

0,187 /n = 1,96
e g
"\os7) T

1.7.2. DISTRIBUCION DE LA MEDIA MUESTRAL CUANDO
NO SE CONOCE LA VARIANZA POBLACIONAL

Hasta ahora estdbamos admitiendo que se conoce la varianza de la pobla-
cion de la que se extrae la muestra, pero ésta no serd la situacién general, sino
que la mayoria de las veces no conocemos la varianza de la poblacién, enton-
ces como se dispone de una muestra aleatoria simple de tamafio n, podemos
calcular la varianza muestral S y utilizarla en lugar de la varianza poblacional

o7 desconocida, pues 52 es, como veremos después, un buen estimador de o°.

Al hacer esta sustitucién si el tamafio de la muestra, n es grande, es decir,
n = 30 la distribucién del estadistico:

X —u
S/\/n

sigue siendo aproximadamente una N(0, 1).

Si el tamafio de la muestra es pequefio, n < 30, los valores de la varianza
muestral S? varian considerablemente de muestra en muestra, pues S? dismi-
nuye a medida que n aumenta, y la distribucién del estadistico

X -—u
S/\/n

ya no serd una distribucién normal.

Este problema fue resuelto en 1908 por el estadistico Gosset'* a partir del
siguiente teorema.

" El estadistico W, S. Gosset trabajaba en una empresa cervecera Irlandesa, la cual prohibfa
que sus empleados difundieran los resultados de sus investigaciones, y para eludir esta prohibicion
¢l publicaba sus trabajos bajo el seudénimo de Student, y de aqui el nombre de la distribucién
t-Student.
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Teorema 1.5

Si(X,, .., X,) es una muestra aleatoria simple, de tamano n, proce-
dente de una poblacién N(u, o) con o desconocida, entonces el estadistico

X —u

S/\/n

T:

— t-Student con n — 1 grados de libertad

Demostracion:

Sabemos que

= a
X—-N " —
\/H

y posteriormente veremos que el estadistico:

2
_‘Zn—l

(n—1)8*
0.2
y que los estadisticos X y S? son independientes.

Tipificando la variable X se tiene:

X Ao
LN, 1)
a/\/n

pero incluye el pardmetro ¢ desconocido que es conveniente eliminar.
Recordemos que la variable aleatoria t-Student estaba definida'® como un

cociente entre una variable aleatoria N(0, 1) y la raiz cuadrada de una variable
aleatoria ¥2 dividida por sus grados de libertad, ambas independientes. Luego

podemos escribir:

¥ Sean U y V dos variables aleatorias independientes distribuidas segin una N(0, 1) y una y;

respectivamente, entonces la variable aleatoria

u
T=——7—=1

(t-Student con n grados de libertad)
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X-u
rr/\/n X K

\/ \/(n ~ 1}81 1 s*/f

pues los estadisticos X y §? son independientes como veremos en el Teorema
1.6, y en consecuencia también lo son las variables:

X —pu (n — 1)$?

ﬂ'/\/; d a’

1.7.3. DISTRIBUCION DE LA VARIANZA MUESTRAL

Asi como al estudiar la distribucién del estadistico media muestral decfa-
mos que era de gran utilidad para realizar inferencias, aqui no podemos decir
lo mismo del estadistico varianza muestral, pues, la distribucién muestral del

estadistico S? tiene pocas aplicaciones practicas en estadistica, sin embargo, si
— 1S2

: . (n—1)§ -
las tiene el estadistico ———— y por ello serd el estadistico del que nos ocupa-
T

. .. (n—1DSs?
remos en este apartado. Daremos la distribucién del estadistico 7 — me-
T

diante el siguiente teorema de Fisher.

Teorema 1.6. Teorema de Fisher

Sea (X, ..., X,) una muestra aleatoria simple de tamafo n, procedente
de una poblacién N(y, o). Entonces se verifica que:

I. Los estadisticos X y S son independientes.
2. El estadistico

Y (X, - X)?

(n — ”Sl i
o2 == e _’xf—l [1.23]

sigue una distribucién x* con n — 1 grados de libertad.

3. El estadistico

i

S/f

Sigue una distribucién ¢-Student con n — 1 grados de libertad.
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Demostracion:

1. Para demostrar que los estadisticos media X y varianza muestral 52,
son independientes, demostraremos que X es independiente de X, — X para
cada i, y procederemos directamente calculando la funcién generatriz de mo-
mentos conjunta de X y X, — X, y tendremos'*:

g“l' tZ) = E[ehf"'lexi fl] — E[e.rz,\"-i—(;l—[z).f]

(x1+-~+x,+...+x_
tjxr+(!| _f], 4—)
= E[e n ]

(r3+r’_r‘)x,+[~—-f' ) Y X
= E[e n n j=1 ]

Il
52l
! powg: |
o
AT
~+
=
L
R
=
| I—
[eo]
®
=

que son las funciones generatrices de momentos correspondientes a una

GORREY

respectivamente, con lo cual hemos demostrado que:

I. X y X, — X son independientes, y en consecuencia también son inde-

pendientes X y ¥ (X, — X)? y por tanto X y §? son independientes .
i p

" Como la muestra es aleatoria simple las observaciones son independientes, y tanto X; como
Y X, son normales, luego bastard tener presente la funcién generatriz de momentos de la distribu-
i
cién normal.

1 L _
17 Recordemos que §% = =5 Y (X; - X)%
= 1=
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= a
II. Xes N(,u, —--), y
Jn

_ n—1
X, —Xes N(O,a )

n

. - 1)§? .
2. Para demostrar que el estadistico gz Sigue una 7Z_,, partimos

del estadistico varianza muestral

SZ.

Z (X;— X)?

a—1;

de donde podemos escribir:

(n—1)8*= Z{X X)Z—Z(X—,u+,u X)?
i=1 i=1

n

=Y [(X;— 0 — (X - p)?
i=1

= Z (X, — w)? = 2(X, — w)(X — )+ (X — p?]

Z (X.'_;u]z - 2(}?_#) Z (X;— )+ "(X_“,U)z

i=1

=

Il

Z (X, — w? = 2X — pn(X — p) +n(X — p)

(X; — u? — n(X — p)?

Il
M:r

.
1]
[

y de aqui se tiene:
Y (X;— p? =(n—1S*+n(X — p)
i=1

dividiendo ambos miembros por la varianza problacional, resulta:

Z, (Xi - #)2

a? o? a?

_(n—1)s? % nX — p)?
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" Xi—,uz_{ﬂ—-l}S2 X — u\?
i=zl( o ) a’ +(a/\ﬁ) Ll

Teniendo en cuenta la definicién de la distribucién 7 y su propiedad re-

productiva resulta que
n X. — 2
5 ( i #) -
i=1 &

o bien:

pues tenemos una suma de variables aleatorias N(0, 1) independientes y eleva-

das al cuadrado.
~ ] A
o/\/n

pues se trata de una variable aleatoria N(0, 1) y clevada al cuadrado.

Andlogamente:

» . . (n—1)8§? X — u\?
Como admitimos que las variables aleatorias = y | son
J a/\/n
independientes, teniendo en cuenta la propiedad reproductiva de la distribu-

cién y?, resulta que como:
n Xf — 2
i=1 o

entonces tendrd que verificarse que'™:
(n — 1)§?
2

a

2

= xn— 1
) . . (n—18? .
La funcién de densidad de este estadistico — serd la correspondien-

n—11
te a una y2_, y por tanto a una l"(—— ) y su media serd la de una

3 ’2
p( B AN e o
2 ,2 €S decir.

— 2
E[(i—zl)ﬁ—1 =(n—1) c.qg.d.

[

(n— 1)s*
a?

15 Para mayor rigor podemos calcular la funcién gencratriz de momentos conjunta de

n(X — p)? . ) (n — 1)8?
y llegariamos a ver que la funcién generatriz dc momentos de 3
[

y es la correspon-

diente a la variable aleatoria z; ,.
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De aqui, tenemos:

— 1
("J}_ }E[SZJ =(n-1)

E[S*] = ¢*
; n—11
Andlogamente, la varianza de una F(——z—— 7,) es:
(n — 1)8?
Var T = 2(!1 - 1)

de donde deducimos:
(n — 1)?

0.4

Var(S%) =2(n — 1)

2%

Var(S?) =

n—1

Luego vemos que las propiedades de la distribucién y* se pueden utilizar
para encontrar la varianza de la distribucién de la varianza muestral, siempre y
cuando el modelo de la poblacién de partida sea normal.

Veamos qué significado tiene el término grados de libertad. Para ello consi-
deramos el estadistico varianza muestra S%:

el cual incluye la suma de cuadrados de las cantidades
(X, — X), . (X, — X)

las cuales no son independientes de la informacion, pues la suma de todas ellas
debe ser igual a cero

i(x,.-f)= Z X,-nX=g¢

pues segiin la definicién de X
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Luego si conocemos (1 — 1) cualesquiera de estas cantidades (X, — X), po-
demos calcular la restante; asi pues, ya que

Y X,—-X)=0
i=1
se deduce que

n—1
X, X=-X,-X)——X,-., - X)=-)Y (X, X)

i=1

Luego sélo tendremos n — 1 cantidades (X, — X) independientes.

La situacién se puede clarificar algo mds, en efecto, supongamos que quere-
mos hacer una inferencia sobre la varianza poblacional o desconocida. Si la
media poblacional u fuera conocida, esta inferencia se podria basar en la suma
de cuadrados de las cantidades.

(X =m0y s (X, — )

Estas cantidades son independientes unas de otras, y podriamos decir que
tenemos n grados de libertad para estimar la varianza poblacional a2, Sin
embargo, como la media de la poblacidn, en la prictica no suele ser conocida,
tiene que ser sustituida por su estimacién, es decir, por X, utilizando por tanto
uno de estos grados de libertad, quedando (n — 1) observaciones independien-
tes para utilizarlas en la inferencia sobre la varianza poblacional y entonces
decimos que tenemos (n — 1) grados de libertad.

Supongamos que tenemos una poblacién normal y tomamos una muestra
aleatoria de esta poblacion con el fin de hacer alguna inferencia sobre la va-
rianza poblacional, entonces utilizando la distribucién y* veremos que efecti-
vamente esto es posible, como lo prueba el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.7

En una fdbrica conservera se admite que la distribucién de pesos de las
latas de conservas es normal. El director comercial estd muy interesado en que
el peso neto del producto incluido en el interior de la lata tenga poca variabili-
dad, pues en ciertas ocasiones ha observado diferencias entre el peso real y el
peso anunciado en la etiqueta. Si se selecciona una muestra aleatoria de 25
latas, obtener los valores k, y k, tales que

52 5
P(? < kl) =005 y P(; > kz) = 0,05
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Solucion:

Multiplicando ambos miembros de la desigualdad por (n — 1) tenemos:

52 — 1)82
0,05 = P(;; < k,) = P((HT) <(n— 1)k1)

= P(13 < 24k,))
Utilizando la Tabla A.9 del anexo de tablas resulta:
24k, = 13,848
k, = 0,577
Luego

P(S? < 0,57762) = 0,05

Es decir, existe una probabilidad del 0,05 de que la varianza muestral sea
inferior o igual al 57,7 % de la varianza poblacional.

Andlogamente calculamos el valor k, de manera que:

S? (n— 18?2
005=P ;2'?-"(1 =P ?B(n—l)kz

= P(y34 > 24k,)
o bien
095 = P(x3, < 24k,)
Luego de la Tabla A.9 se tiene:
24k, = 3642
k,= 1517

y sustituyendo en la expresién inicial resulta
P(S% = 1,5176%) = 0,05

Es decir, la probabilidad de que la varianza muestral sea mayor o igual que
el 151,7 % de la varianza poblacional, es del 0,05,
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Griéficamente tendriamos representadas ambas probabilidades en el Grifi-
co 1.7.

(334

il i e 3
0 13,848 36,420 Xas

GRAFICO 1.7. Representacion grdfica de la probabilidad de que la variable aleatoria 73,
es menor o igual que 13,848 v también de que sea mayor o igual que
36,420.

1.74. DISTRIBUCION DE LA DIFERENCIA DE MEDIAS
MUESTRALES CUANDO SE CONOCE LA VARIANZA
POBLACIONAL

En muchas situaciones surge la necesidad de comparar las medias muestra-
les de dos poblaciones distintas. Por cjemplo, supongamos que estamos intere-
sados en comparar los tiempos medios de duracién de dos tipos de tubos
fluorescentes. La fabricacién de ambos tipos de tubos fluorescentes se realiza
por compafiias distintas y con diferentes procesos de fabricacién. Por tanto, los
tubos producidos por cada compaiifa tendrdn una distribucién diferente, una

de la otra, de los tiempos de duracién de los tubos.

Designamos por X la variable aleatoria que representa el tiempo de dura-
cién del primer tipo de tubos y admitimos que sigue una distribucién N(u,. 0 ,).
Andlogamente la variable aleatoria Y representa el tiempo de duracién del
segundo tipo de tubos que sigue una distribucién N(u,, 0,). Se selecciona una
muestra aleatoria de tamafio n, del primer tipo de tubos y una muestra aleato-
ria de tamaio n,, del segundo tipo de tubos, ambas. muestras independientes.
Entonces si demgndmos por X e ¥ los estadisticos medias muestrales de ambas
muestras, estamos interesados en conocer la distribucién muestral de la dife-
rencia X — ¥ para las muestras respectivas de tamaio n_y n,. procedentes de
dos poblaciones normales e independientes.

De manera andloga el Teorema 1.3 que anuncidbamos para la distribucién
muestral de la media, podemos enunciar el siguiente teorema para la diferencia
de medias muestrales.
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Teorema 1.7

Sean (X, ... X,) e (¥, .., ¥, ) dos muestras aleatorias simples e inde-
pendientes de tamafios n, y n,, procedentes de las poblaciones N(u,, @) y
N(,uy, o) rcspectwamente Entonces la distribucién muestral de la dife-
rencia de medias X — ¥, tendrd'® una distribucién normal con media y
desviacion tipica:

2 2
R L
X-7
n, n
es decir

2 2
_ — a a
X_YFH.N au'x_luys _1_+__2"_
n, n,

De donde el estadistico

_X -V (e — )

- N(O, 1)
a2 o
it eH Cak
n, n,

Demostracion:

Por el Teorema 1.3 sabemos que:

" Si las distribuciones no son normales y los tamafios muestrales n, y n, son grandes, mayores
o iguales que 30, entonces por el Teorema Central del Limite la aproximacién normal para la
distribucién de X — ¥ es muy buena. Sin embargo si n, y n, son pequefios entonces la forma de la

distribucién muestral de X — ¥ dependerd de la nalura]eza de la poblacién muestreada.
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y sus respectivas funciones generatrices de momentos son

1 e

tu, + ; 12 =

gi(t) = E[¢*] =e = "

1 . a?

tu, + -2~

2 n,

gy(t) = E[e"] = e

Luego la funcién generatriz de momentos de X — Y serd:

gy 1) = E[* "] = E[¢¥] - E[e™"]
I _|,.l Zg.i_ t +.1_ ZE;
g™ A By o T A

1 o o?
tp, —p) + - 02 (*i + -l)
2 n n,

=e

Y teniendo en cuenta la unicidad de la funcién generatriz de momentos resulta

que:
_ a: o2
X—-Y-> N(,uJr = i =+ —”) [1.25]
n, n,

Si las dos muestras provienen de poblaciones tales que p, = u,, entonces’

_ _ 0.2 0.2
X= Y—»N(U, —"+-i) [1.26]
n, n

o bien, si 02 = 2 = g2, es decir, tienen la misma varianza, entonces:

- 1 1
X“Y—vN(‘ux"yy,a —+—) [1.27]
n.oony

X

De la expresion [1.25], tipificando se tiene:

z-%"Y = “‘*; m) N, 1) [1.28]
a T
ik ..|.,_.‘i

n, n
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Ejemplo 1.8

Analizando los salarios de los trabajadores de dos Comunidades Auténo-
mas se deduce que en la Comunidad A el salario medio es de 129.000 ptas. con
una varianza de 2.500 ptas.?, y en la Comunidad B el salario medio es de
128.621 ptas. con una varianza de 3.000 ptas.?. Si tomamos una muestra alea-
toria de 36 personas en la Comunidad A y de 49 personas en la Comunidad B,
determinar la probabilidad de que la muestra procedente de la Comunidad A
tenga un salario medio que sea al menos 400 ptas. superior al salario medio de
la Comunidad B.

Solucion:

Observamos que no hemos dicho que las poblaciones, de partida son nor-
males, pues no es necesario ya que como los tamafos muestrales n, = 36 y
n, = 49, son mayores o iguales que 30, la aproximacién a la distribucién nor-
mal dada por la expresién [1.26] es muy buena, sin necesidad de que las
poblaciones de partida sean normales.

La informacién que tenemos es:

Poblacién A: pu, = 129.000, o
Poblacién B:  p, = 128621, ¢

Hoba

= 2500 n, =36
= 3000 n, =49

=

Aplicando el Teorema l._?, la_dislribucién muestral de la diferencia de los
salarios medias muestrales X — Y serd:

% -7 N(129000 - 128621, |22 4 2000
' TN 36 49

X — Y- N(379, 11,43)

La representacién gréfica de esta distribucién N(379, 11,43), estd dada en el
Grifico 1.8.

N(379, 11,43)

P((X — Y)=400)=0,0366

379 400 S
e~ By

GRrAFICO 1.8, Representacidon grdfica de la distribucion muestral de la diferencias de
medias correspondiente al ejemplo 1.8.
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La probabilidad de que el salario medio muestral de la Comunidad A sca
al menos 400 ptas. superior al salario medio muestral de la Comunidad B
corresponde a la zona sombreada y viene dado por:
X —-Y—379_ 400-379

1143 7 1143 )
= P(Z > 1,83)
=1- P(Z < 183)
=1 — F(1,83)

=1 - 10,9664
= 0,0336

P(X — Y) = 400) = P(

Este resultado nos dice que la probabilidad, de que la media de una mues-
tra aleatoria de 36 salarios de la Comunidad A4 exceda en 400 o mds pesetas a
la media de una muestra aleatoria de 49 salarios de la Comunidad B, es 0,0336.

1.7.5. DISTRIBUCION DE LA DIFERENCIA DE MEDIAS
MUESTRALES CUANDO NO SE CONOCE LA VARIANZA
POBLACIONAL

En general, en situaciones reales las varianzas poblacionales no suelen ser
conocidas. Asi pues, ahora queremos obtener la distribucién de la diferencia de
medias muestrales X — ¥ cuando el muestro se realiza sobre dos poblaciones
normales, independientes y con varianzas desconocidas.

Es decir, consideramos dos poblaciones normales ¢ independientes,
N(u,, a,) y N(u,, 0,) y seleccionamos una muestra aleatoria simple de tamano
n, de la primera poblacién y otra muestra aleatoria simple de tamano n,,
independiente de la anterior, y procedente de la segunda poblacién, entonces
pueden presentarse dos situaciones:

a) o,=0,=¢ (las varianzas poblacionales son iguales).
b) &, # o, (las varianzas poblacionales son distintas).
a) Las varianzas poblacionales son iguales
0, = 06,0
Por los Teoremas 1.3 y 1.6 sabemos que:

_ o (n, — 1)S2
X*N(#:.—.:) \ 43—-’13 i

Vi o :

" o (n, — 1)S?
Y— N(;IJ.. ) ’ : g o Xi 1
n, a
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Como las muestras son independientes, también serdn independientes las
varianzas muestrales S? y S? y por tanto los estadisticos
_ 1e2 — 1\Q2
(n, — 1)S2 (n, = 1)S;
¥ 3

F

a a”

son variables aleatorias independientes distribuidas segtin una y*> conn, — 1y
una y? con n, — 1 grados de libertad, respectivamente.

Teniendo en cuenta la propiedad reproductiva de la distribucién y? resulta
que la variable aleatoria W

(n, — 1)SZ  (n, — 1)S?
W= e

a? o

2

no+n,—2

también sigue una distribucién y* con n, + n, — 2 grados de libertad.
También sabemos, por el Teorema 1.7, que
Z=u?— )~ ~ &)

o’ ¢’

._+__
n, n

-+ N(O, 1)

y

y como las variables aleatorias Z y W son independientes, teniendo en cuenta
la definicién de la variable t-Student, resulta que:

z
T=————s [1.29]

W n+n,—2
w4 g2

Luego, sustituyendo en la expresién [1.29] tenemos:

(X =V —(u,— )

11
6 |—+—
T= e My =
—1)S2 + (n, — 1)S2
\/("‘ ) ’61("’ } ”/(n_t +n,—2)

(X -1 — (1 — ) g a—
= . I L2 "x+n)‘_2
— 4+ — /(n.— 1)S2 + (n, — 1)§?

ne n,

(X - —(u, — 1) /Nt n, — 2-\/nx-ny

— =¥ En +n,—2
V= )82+ (n, — 1)§2 e+, i

[1.30]
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es decir, sigue una distribucién t-Student con n, + n, — 2 grados de libertad.

b) Las varianzas poblacionales son distintas.

O, # 0,

En este caso encontrar una distribucién de la diferencia de medias pobla-
cionales que nos pueda ser util después para la obtencién de un intervalo de
confianza, no es fdcil, y se le conoce con el nombre de problema de Behrens-
Fisher. Bajo condiciones especiales se puede encontrar alguna distribucién,
pero el obtener una solucién general no es sencillo, nosotros proporcionare-
mos algunas aproximaciones.

Si las varianzas poblacionales son distintas y desconocidas utilizamos las
varianzas muestrales S y S} como estimadores de a2 y a;.

Cuando los tamafios muestrales son grandes, es decir, n, > 30 y n, = 30,
entonces el estadistico

LK~ B~ )

S: 83
=+ L5 N(O, 1)
n, n,

pues para n, y n, grandes Sty Sf, son muy buenos cstima.dores dl? af y rrf., ya
que, como veremos después, la varianza muestral es un estimador insesgado de
la varianza poblacional.

[1.31]

Si las muestras son pequefias, el estadistico

{f—ﬁ—m—mh

& [1.32]
5.5
n, n,
es decir, sigue una -Student con v-grados de libertad, siendo:
5, 5V
n, n,
v [1.33]

S Sim)
n:—1 n= ]

Tomaremos por valor de v el valor entero mids préximo.
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1.7.6. DISTRIBUCION DEL COCIENTE DE VARIANZAS

Sean dos poblaciones X e ¥ normales N(u,, o,) y N(u,, o) ¢ independientes,
de las cuales seleccionamos dos muestras aleatorias simples e independientes,
de tamafios n, y n, (X,, .., X, ) e (X, .., X, ), entonces pueden presentarse
fundamentalmente dos situaciones:

a) p.y p, conocidas.

b) p,y p, desconocidas.

a) Las medias poblacionales son conocidas

Al ser conocidas las medias poblacionales y, y p, las podemos utilizar para
el cdlculo de las varianzas muestrales 52 y Sf. y como las muestras son indepen-
dientes y ademds proceden de distintas poblaciones, entonces los estadisticos:

8:2 = {X; - .I”'.:}z

] M_:

1
nxi

Syt = " Z. (¥ — n)?

son independientes y podemos expresarlos como:

n, N8 W o Ix < pX?
nst= § - = 2= B (BB g

i=1 oy i-1 Oy
n, nS*2 n (Y, — u\?
*2 — _ 2 ™My o 2
nSPE= Y h-wf = 2E =3 %
i=1 ay i=1 ay

pues la suma de n variables aleatorias N(0, 1), independientes y elevadas al
cuadrado siguen una y2.

Y recordando que la variable aleatoria F de Snedecor con n, y n, grados de
libertad, F, ,, se define como un cociente entre dos variables aleatorias y* inde-
pendientes y divididas cada una de ellas por sus grados de libertad. tendriamos:

*2
S /n

2 [ Tx ok 2

[~ _S%

Fe=—rl -
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b) Las medias poblacionales son desconocidas

Al ser desconocidas las medias poblacionales, que serd lo que casi siempre
ocurra, y ser las muestras independientes y ademds procedentes de distintas
poblaciones, entonces los estadisticos:

1 _
2= (X, — X)?
nx = l igi

- i (Y; - F)z
v i=1

s2=

son independientes y teniendo en cuenta el Teorema 1.6 resulta:

” n, _ {n.\' — ])Si n, Xj = }? 2
T e ] G TR
i=1 O i=1 (o

a = (n,— )82 & (% —¥\2
(n, = I}S,§= Z (Y, = Yy} = = 2 e Z l _’Zi—l
i=1

gy i=1 "

Andlogamente a como ocurria en la situacién anterior, llegaremos a una
F-Snedecor con n, — 1 y n, — 1 grados de libertad, en efecto:

- 2
(—nx—,l}sf/(nx - 1)
o

F = -] - S_i ?-_i F
- (n, — Usi §2 42 B W |
i (S VI
(o

A partir de aqui podremos obtener la distribucién del cociente de varianzas

, asf pues la funcién de distribucién serd:

p(5: <)) = p3:
52577 sz

= P(‘Fn, hong —1

qru ]‘ﬁqu

]

qu l‘:qm
N

quu |‘~=q|u
-

S

N
Sl
[SY RN

)
que serd el valor que toma la funcién de distribucién de una F-Snedecor con
3

g a,
n, — 1 yn, — 1 grados de libertad en el punto a—’l v.
X

También podriamos estudiar otras situaciones:

1, conocida y p, desconocida
p, desconocida y u, conocida
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pero son similares a los casos anteriores; asi pues llegariamos a tener: F, ,y
F respectivamente.

n,—1,n2

1.8. DISTRIBUCION DE LA PROPORCION MUESTRAL

Sea (X, ... X,) una muestra aleatoria simple de tamano n, procedente de
una B(1, p), y sabemos que el estadistico proporcién muestral serd también una
variable aleatoria,

p X
x n

que tomard diferentes valores para cada una de las posibles muestras, asi pues

para una muestra concreta (x,, ..., x,) ¢l valor del estadistico proporcién mues-

tral sera:

en donde x representa el nimero de elementos de la muestra que poseen la
caracteristica que estamos investigando y la variable aleatoria X sigue una
distribucién binomial B(n, p).

Luego, la distribucién muestral del estadistico proporcién muestral tendrd
la misma forma que la distribucién binomial de X y como la distribucién
binomial se puede aproximar a la normal cuando n es grande, n = 30 entonces
teniendo en cuenta el Teorema Central del Limite resulta que ¢l estadistico
proporcién muestral sigue una distribucién normal, es decir:

X
b= PxZ;—»N(p. /pf) [1.34]

. X7 1 1 5
E[p] = E[Py] = E[;} = E[X]= S nP=P

pues,

. B Xy 1 _ ! o o pl=p _pq
Var(p) = Var(Py) = Var(”) =3 Var(X) = 3 np(1 p)—-_in =

Lo cual nos permite decir, cdmo veremos en el capitulo siguiente que el estadistico propor-
cion muestral P es un estimado insesgado de la proporcién poblacional.
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También se verifica, para muestras grandes, que

P e
z="2"P_, No, 1) [1.35]
i

n

A la desviacién estindar de la proporcién muestral, que es la raiz cuadrada
de la varianza, le llamaremos error estdndar de la proporcién y viene dado por:

error estandar del estadistico proporcién muestral p = % [1.36]

De manera andloga a como ocurria con el estadistico media muestral, aqui
resulta que para un pardmetro p fijo, el error estdndar de la proporcién mues-
tral disminuye cuando el tamaio de la muestra aumenta. Lo cual implica que
cuando ¢l tamafio de la muestra aumenta la distribucién del estadistico pro-
porcién muestral p estd mds concentrada en torno a su media, es decir, en
torno a la proporcién poblacional como se indica en el Gréfico 1.9.

J(p)

- 0,6-04
] 361

06 0.4)

81

| i | ! i L | i |
I I T T

0,1 0,2 0,3 04 05 p=06 0,7 0,8 0,9

GRAFICO 1.9.  Representacién grdfica de las funciones de densidad del estadistico propor-
cién muestral para muestras de tamafio n = 81 y n = 361, de una pobla-
cién cuya proporcién poblacional es p = 0,6.
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Ejemplo 1.9

Supongamos que el 30 % de la poblacién de viviendas de un pais tienen
més de un cuarto de aseo. Con el fin de obtener una informacién mds precisa
se toma una muestra aleatoria de tamafio 400 viviendas. Obtener:

1.° La probabilidad de que la proporcién de viviendas de la muestra con
mds de un aseo esté comprendida entre 0,25 y 0,32.

2.° La probabilidad de que el porcentaje de viviendas de la muestra con
mds de un aseo sea superior al 33 %.

Solucién:
Sabemos que el pardmetro proporcién poblacional es p = 0,3 y de la expre-

A~ X -
sién [1.34] resulta que el estadistico proporcién muestral p = - sigue una

distribucién N(p, \/p%;)

. y o . ;
1.° Sinotamos por p = — el estadistico proporcién muestral, desearemos
n

encontrar:

025-p p—p _032-p

P(025<p<032)=P < <
! pd P4
n n n
5 025-03 032-03
0,3-0,7
400

<Z

g B
[0,3-0,7
400

=P(—218<Z <0,.873)
Utilizando la Tabla A.7 del anexo, resulta:

P(0,25 < p<032)= P(—2,18 < Z <0873)
= F(0,873) — F(—2,18)
= 0,8078 — 0,0146
= 0,7932
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Luego la proporciéon muestral de viviendas que tienen mds de un aseo,
caerd en el interior del intervalo (0,25, 0,32) para aproximadamente el 79,32 %
de las muestras de tamaiio 400 procedentes de esta poblacién.

2% Andlogamente, tenemos:
p—p_033-p
>
r4 P4
n n
033 -03

0!3 N 097
400

P(p>033) =P

= P(Z > 1,31)
1 - P(Z <131)
1 — F(1,31)

=1 - 0,9049

= 0,0951

Il

Il

Ejemplo 1.10

Examinados los incrementos salariales de los altos ejecutivos de un amplio
grupo de empresas se observa que se distribuyen segiin una distribucién nor-
mal de media 12,1 % y de desviacién tipica 3,5 %. Se toma una muestra aleato-
ria de 16 observaciones de la poblacién de incrementos salariales. Determinar
la probabilidad de que la media muestral sea igual o inferior al 10 %.

Solucidn:
Sabemos que:
la media poblacional y = 12.1
la desviacion tipica poblacional o = 3,5
tamafio n = 16

- 35
X - N(IZ,I, —) = N(12,1, 0,875)

NI

La media muestral es X y deseamos obtener:
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X—,u< lO—p)
o/ /n  al/n

_p(g 10121
= 0875

=PZ< —-24)

P(X € 10) = P(

Utilizando la Tabla A.7 del anexo, resulta:

P(X <10)= P(Z < —24)
= F(—24)
= 0,0082

Luego la probabilidad de que la media de la muestra sea menor o igual que el
10 % es de solamente 0,0082.

19. DISTRIBUCION DE LA DIFERENCIA DE PROPORCIONES

Otro problema que se suele presentar es el de comparar las proporciones p,
y p, de dos poblaciones binomiales, B(1, p,) y B(1, p,), basdndose en muestras
aleatorias simples de tamafo n, y n, respectivamente, extraidas de ambas
poblaciones.

Asi pues, sean dos muestras aleatorias simples e independientes de tamano
n, y n, y procedentes de poblaciones binomiales con pardmetros p, y p, respec-
tivamente, entonces la distribucién muestral de la diferencia de proporciones
muestrales

. . X Y
Px D= " —
n, n,
tendrd aproximadamente (para n, y n, grandes) una distribucién normal con
media y desviacién tipica

Hp 5, = Px — Py

e Pl | Pyly
R n, n
- A pqu p\-'q '
Px— Py N(p, S TN —’) [1.37]
n, n,

es decir,



Capitulo 2
ESTIMACION PUNTUAL

2.1. INTRODUCCION A LA INFERENCIA ESTADISTICA

Sabemos que una poblacién puede ser caracterizada por los valores de
algunos pardmetros poblacionales, por ello es I6gico que en muchos problemas
estadisticos se centre la atencién sobre esos pardmetros poblacionales. Por
ejemplo, supongamos la poblacién de tubos fluorescentes, en donde la carac-
teristica que estamos investigando es el tiempo de duracién del tubo y nos
interesa conocer la duracién media, es decir el pardmetro poblacional u. El
valor de este pardmetro poblacional g podia ser calculado utilizando cada
tubo fluorescente de la poblacién, anotando su tiempo de duracién y calculan-
do la media de todos los tiempos de duracién de todos los tubos de la pobla-
cioén. Pero, evidentemente, no seria posible calcular el valor de u de esta forma,
pues el proceso de observar el tiempo de duracién de cada tubo de la pobla-
cién es destructivo, y no quedarfan tubos fluorescentes para la venta. Un méto-
do alternativo seria, seleccionar una muestra de tubos fluorescentes, observar
el tiempo de duracién de cada uno y calcular su media, la cual serfa la estima-
cién o valor aproximado de u. En este caso el estadistico media muestral X,
funcién de las observaciones muestrales, o variables aleatorias de la muestra
X,. X, ... X,, es el utilizado para la estimacién del pardmetro poblacional p.
Como después veremos, el estadistico media muestral es el mejor estadistico
para estimar la media poblacional .

Vemos pues que en muchos casos no serd posible determinar el valor de un
pardmetro poblacional analizando todos los valores poblacionales, pues el
proceso a seguir para determinar el valor del pardmetro puede ser destructivo,
como en el ejemplo anterior, 0 nos puede costar mucho tiempo o mucho dine-
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ro el analizar cada unidad poblacional. En estas situaciones la tinica salida que
tenemos es utilizar, la inferencia estadistica para obtener informacién sobre los
valores de los pardmetros poblacionales, basdndonos en la informacién conte-
nida en una muestra aleatoria.

Pardmetros poblacionales importantes son: la media, la desviacién tipica y
la proporcién poblacional'. Asi, por ejemplo, nos puede interesar tener infor-
macién sobre:

— La renta media de todas las familias de una ciudad.

— El tiempo medio de espera en la caja de un supermercado.

— La desviacién estdndar del error medida de un instrumento electrénico.
— La proporcién de familias que poseen televisor en color.

— La proporcion de automéviles que se averian durante el primer afio de
garantia, etc.

El objetivo bdsico de la inferencia estadistica es hacer inferencias o sacar
conclusiones sobre la poblacién a partir de la informacién contenida en una
muestra aleatoria de la poblacién. Mds especificamente, podemos decir que la
inferencia estadistica consiste en el proceso de seleccién y utilizacién de un
estadistico muestral, mediante el cual, utilizando la informacién que nos pro-
porciona una muestra aleatoria, nos permite sacar conclusiones sobre carac-
teristicas poblacionales.

Un esquema de la inferencia estadistica aparece en el grdfico 2.1, en donde
la poblacién se representa por su funcién de distribucién y el pardmetro pobla-
cional se nota por 0, y toma valores dentro del espaio paramétrico £); el pard-
metro puede ser cualquiera, por ejemplo, la media y, la desviacién tipica o, o la
proporcién poblacional p. Seleccionamos una funcién de las variables aleato-
rias muestrales X, X,, ..., X,, que la notaremos por 6 = g(X,, X,, ... X,) y la
utilizaremos para obtener la inferencia sobre el valor del pardmetro 0.

La funcién 0 es un estadistico cuyo valor depende de los valores de las
variables aleatorias muestrales X, X ,, .., X, es decir, el estadistico 0 es fun-
cién de las observaciones muestrales, luego para cada muestra determinada
(X, X35 .., X,) tomard un valor diferente, y por tanto f), serd una variable
aleatoria.

' En lo sucesivo continuaremos con la norma de utilizar las letras maydsculas para designar
las variables aleatoras, los estadisticos, los estimadores, y la muestra aleatoria en general, y usua-
remos letras mintsculas para designar los valores concretos que pueden tomar las variables aleato-
rias, los estadisticos, y la muestra aleatoria particular o concreta,
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Poblacién Espacio muestral 8,
F(x; 0) (X X s X)
Muestreo
Pardametro
f

GRAFICO 2.1. Esquema de inferencia estadistica sobre el pardmetro 0.

Por ejemplo, supongamos que estamos interesados en el pardmetro varian-
za poblacional ¢2. El estadistico muestral que utilizaremos para obtener la
inferencia sobre o2 es la varianza muestral S?, es decir

1

252_
n“]i

Y. e— X1
=1

en donde las observaciones (x,, X, ..., X,) corresponden a los valores de una
muestra aleatoria determinada por las variables muestrales X, X5, ..., X,

Un esquema grafico aparece en ¢l grdfico 2.2, en donde el pardmetro pobla-
cional se nota por o’

Poblacién Muestreo Espacio muestral R,
F(x; 0'2} {Xh XZ! ey Xﬂ]
. T S
n

Pardmetro

Estimador

GRAFICO 2.2.  Esquema de inferencia estadistica sobre el pardmetro varianza poblacio-
nal .

Cualquier inferencia o conclusién obtenida de la poblacién, necesaria-
mente. estard basada en un estadistico muestral, es decir, en la informacién
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proporcionada por la muestra®. La eleccién del estadistico apropiado depende-
ra de cudl sea el pardmetro poblacional que nos interese. El valor verdadero
del pardmetro sera desconocido y un objetivo serfa estimar su valor, por lo que
tal estadistico se denomina estimador.

Las inferencias sobre el valor de un pardmetro poblacional 0 se pueden
obtener bdsicamente de dos maneras: a partir de estimacién o bien a partir de
la contrastacion de hipétesis.

En la estimacién, basta seleccionar un estadistico muestral cuyo valor se
utilizard como estimador del valor del pardmetro poblacional.

En la contrastacion de hipétesis, s hace una hipétesis sobre el valor del
pardametro 0 y se utiliza la informacién proporcionada por la muestra para
decidir si la hipétesis se acepta o no. Por e¢jemplo, supongamos que estamos
interesados en el pardmetro proporcién poblacional, es decir la proporcién de
personas que no piensan votar en las préximas Elecciones Generales. Hacemos
una hipétesis previa que podria ser: que el valor de la proporcién poblacional
p serd 0,40 o mayor, p = 0,40. Se toma una muestra aleatoria de votantes de la
poblacién total, y la proporcién muestral p de aquellos electores que no pien-
san votar se utilizan para decidir si la hip6tesis formulada era razonable o no.

Ambos métodos de inferencia estadistica utilizan las mismas relaciones ted-
ricas entre resultados muestrales y valores poblacionales. Asi pues, una mues-
tra es sacada de la poblacién y un estadistico muestral es utilizado para hacer
inferencias sobre el pardimetro poblacional. En estimacion, la informacién
muestral es utilizada para estimar el valor del pardmetro 6. En el contraste de
hipétesis, primero se formula la hipétesis sobre el valor de 6 y la informacién
muestral se utiliza para decidir si la hipétesis formulada deberia ser o no re-
chazada.

Pero cuando se utiliza la inferencia para estimar un pardmetro poblacional
debemos decir cémo de buena es esa inferencia, osea debemos de dar una
medida de su bondad. Para ello serd necesario conocer la diferencia existente
entre la estimacién del pardmetro poblacional, calculada a partir de una mues-
tra especifica de tamaio n, y el valor verdadero del pardmetro poblacional. En
el contraste de hipdétesis la bondad de la inferencia se mide por la probabilidad
de que la decisién de rechazar o no rechazar el valor dado en la hip6tesis sobre
pardmetro poblacional sea correcta.

En este capitulo nos ocuparemos de la estimacidn estadistica y méds concre-
tamente de la estimaciéon puntual y dejaremos para capitulos posteriores la
estimacion por intervalos y la contrastacién de hipétesis.

* Formalmente definimos un estadistico como una funcion de las observaciones muestrales.
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2.2. EL PROBLEMA DE LA ESTIMACION: ESTIMACION PUNTUAL

La estimacién estadistica se divide en dos grandes grupos: la estimacién
puntual y la estimacion por intervalos. La estimacién puntual consiste en obte-
ner un tnico namero, calculado a partir de las observaciones muestrales, y que
es utilizado como estimacién del valor del pardmetro 0. Se le llama estimacién
puntual porque a ese numero, que se utiliza como estimacién del pardmetro 6,
se le puede asignar un punto sobre la recta real. En la estimacién por intervalos
se obtienen dos puntos (un extremo inferior y un extremo superior) que definen
un intervalo sobre la recta real, el cual contendrd con cierta seguridad el valor
del pardmetro 0. Por ejemplo, si el pardmetro poblacional es la duracién de la
poblacién de tubos fluorescentes, basindonos en la informacién proporciona-
da por una muestra podriamos obtener una estimacién puntual del parimetro
i, que lo notaremos por i, g = 525 horas, sin embargo, ¢l intervalo de estima-
cién para u seria de la forma (475, 575), es decir, de 475 a 575 horas, con un
cierto margen de seguridad.

Un esquema de la estimacion puntual aparece en el grdfico 2.3 en donde la
poblacién viene representada por su funcién de distribucién F(x; 8), siendo 0 el
pardmetro poblacional desconocido que tomard valores en el espacio paramé-
trico ) y la muestra aleatoria de tamano n, estd compuesta por las n variables
aleatorias X, X ,, .., X

Poblacién Muestreo Espacio muestral R,
F(x; 8) (X X X

Pardmetro

Inferencia

Estimacion puntual

GRAFICO 2.3. Esquema de estimacion puntual del pardmetro () compuesta por las n va-
riables aleatorias X |, X5, ..., X,.

El estimador del pardmetro poblacional ¢ es una funcién de las variables
aleatorias u observaciones muestrales y se representa por

0= gXy Xgia X
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Para una realizacién particular de la muestra (x,, x,, .., x,) se obtiene un
valor especifico del estimador que recibe el nombre de estimacién del pardme-
tro poblacional @) y lo notaremos por

0 = g(xy, X3y oy X,,)

Vemos pues que existe diferencia entre estimador y estimacion. Utilizare-
mos el término estimador cuando nos referimos a la funcién de las variables
aleatorias muestrales X, X, .., X,, y los valores que toma la funcién estima-
dor para las diferentes realizaciones o muestras concretas serdn las estimacio-
nes. El estimador es un estadistico y, por tanto, una variable aleatoria y el
valor de esta variable aleatoria para una muestra concreta (x,, X,, ..., X,) serd la
estimacién puntual.

El estimador (0 tendrd su distribucién muestral, asf pues para diferentes

realizaciones de una muestra de tamafio n se tendr4 el grdfico 2.4.

Poblacién Diferentes realizaciones
F(x; 0) de una muestra
y de tamafio n

Distribucién muestral de
_r—r-_ J(x; 0)

Pardmetro

=31

oGS AN

Pardmetro poblacional

GRAFICO 2.4.  Representacion grdfica de la distribucién muestral del estimador 6.

Para seleccionar el estadistico que utilizaremos como estimador del pard-
metro poblacional tendremos en cuenta las propiedades de la distribucién
muestral del estadistico. Generalmente nosotros trataremos de obtener un esti-
mador cuyos valores para diferentes realizaciones de una muestra, estén con-
centrados alrededor del verdadero valor del pardmetro 0. Asi, por ejemplo,
supongamos que consideramos dos estadisticos muestrales, ), y f,, cuyas dis-
tribuciones muestrales aparecen en el grdfico 2.5, como estimadores del pard-
metro 0.



ESTIMACION PUNTUAL 89

Poblacién Espacio muestral R,
F(x; 0) (X4, s X,)

Muestreo

Pardmetro
(7]

n
e x)

0= g,0x s %)
0, = gy(x,, . x,)

Distribucién muestral de @,

fx; 0,)
: Distribucién muestral de b,
! f(x; 8,)
| |
I I
! I
| |
1l |
E[6,]1=86 o, E[0,1=10 0,

GRAFICO 2.5. Distribucién muestral de los estadfsticos f}, y (')‘2.

Evidentemente seleccionaremos el estadistico fi, como estimador del pa-
rametro 0, pues los valores del estadistico 6, para las diferentes realizaciones
estdn mds préximas al pardmetro 0, que los del estadistico 0,, pues el es-
tadistico f/,, presenta menor varianza que el estadistico (/, como se observa
en el grifico 2.5.

Para clarificar la diferencia entre estimador y estimacion consideremos el
siguiente ejemplo: supongamos que pretendemos estimar la renta media u de
todas las familias de una ciudad, para ello parece I6gico utilizar como estimador
de la media poblacional u la media muestral X siendo necesario seleccionar una
muestra aleatoria que supondremos de tamano n = 80, a partir de la cual
obtendriamos la renta media de la muestra, por ejemplo, x = 114.380 ptas.
Entonces el estimador de la media poblacional u serd, /i = X, es decir, el es-
tadistico media muestral X y la estimacién puntual serd i = X = 114.380 ptas.
Observemos que designamos por X la variable aleatoria media muestral de las
variables aleatorias muestrales X,, X,, .., X, y por x designamos una realiza-
cién para una muestra especifica (x,, X,, .., X,), que nos da la correspondiente
estimacién puntual del pardmetro p, es decir, gt = x.

En la Tabla 2.1 expresamos diferentes parametros poblacionales, sus esti-
madores y sus estimaciones.
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TABLA 2.1.  Pardmetros poblacionales, estimadores y estimaciones.

Parﬁm_etro Estimador Estimacion
poblacional
XX e
Media u ji=X="2— x ==
n n
. 2 23 2 l B v 2 2 ]' e =2
Varianza o ¢t=8"= 3 (X, — XP g=—7% (x;— %)
n—1,5 =153
p » & X Numero de éxitos . X
OROREa P=Px™ 4™ Numero de pruebas P=Pe=5

Ejemplo 2.1

Las ventas de una muestra aleatoria de diez grandes establecimientos co-
merciales de Espana, el dia 5 de enero de 1996, fueron respectivamente: 16, 10,
8. 12,4, 6, 5. 4, 10, 5 millones de pesetas, respectivamente. Obtener estimacio-
nes puntuales de la venta media, de la varianza de las ventas de todos los
establecimientos comerciales y de la proporcién de éstos cuyas ventas fueron
superiores a 5 millones de pesetas.

Solucion:

Las expresiones de las tres estimaciones puntuales que nos piden, aparecen
en la dltima columna de la Tabla 2.1. Asi pues la estimacién puntual de la
media poblacional es la media muestral x, dada por:

e

X

[

1
n

‘:h

Il

=

Il
—_ l e
olo

Il

(o]

La estimacién puntual de la varianza poblacional es la varianza muestral
s%, la cual se obtiene utilizando un desarrollo andlogo al de la expresién [1.10]:

G=g*=

L § e (3 -0

n—1,5 i=1

1 :
= 5 (782 — 10-8%) = 15,8
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Por dltimo, el estimador de la proporcién poblacional es la proporcién
muestral, Para calcular esta proporcién muestral necesitamos saber el nimero
de establecimientos comerciales con ventas superiores a 5 millones, que en este
caso son 6. De aqui que la estimacién puntual de la proporcién poblacional es:

. 6
p:px:—=——=0.6

Para la eleccién de estos estimadores puntuales nos hemos basado, principal-
mente en la intuicién y en la posible analogia de los pardmetros poblacionales
con sus correspondientes valores muestrales, pero éste no serd el método mds
adecuado para la obtencién de estimadores puntuales, aunque en este caso sc
obtienen estimadores satisfactorios para los pardmetros poblacionales. En ge-
neral, el problema de obtener estimadores puntuales no serd tan sencillo, por
ello tendremos que dar propiedades que serian deseables que se cumplieran
por los diferentes estimadores puntuales obtenidos. Pero no existe un mecanis-
mo o método tinico que nos permita obtener el mejor estimador puntual en
todas las circunstancias.

Nuestro objetivo ahora serd doble:

En primer lugar, daremos algun criterio y propiedades deseables de los
estimadores puntuales, con el fin de poder conocer la bondad de los mismos,
pues cuantas mds propiedades verifiquen los estimadores puntuales mejores
serdn.

En segundo lugar, daremos varios métodos de obtencién de estimadores
puntuales.

2.3. PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES PUNTUALES

Sea una poblacién con funcién de distribucién F(x: (), en donde 0 es un
pardmetro poblacional desconocido, que pretendemos estimar con la ayuda de
la muestra aleatoria simple de tamafo n, (X, X, ..., X,), a partir del estimador

0=g(X,, X5 ... X,)

que como sabemos es un estadistico y, por tanto, una variable aleatoria que
tendrd su correspondiente distribucién muestral, su media y su varianza. Pero
nos interesa encontrar un estadistico g(X,, ..., X,) que nos proporcione el me-
jor estimador del pardmetro desconocido @, para lo cual tendremos que utilizar
alguna medida que nos permita dar algiin criterio para seleccionar el mejor
estimador. Esta medida serd el error cuadrédtico medio del estimador.
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Definicion 2.1. Error cuadrdtico medio del estimador .

Definimos el error cuadréitico medio del estimador 0, que lo notare-
mos por ECM (), como el valor esperado del cuadrado de la diferencia
entre el estimador 0 y el pardmetro 0, es decir

ECM (A) = E[(6 — 6)*] = E[0 — 0]2 [2.1]

Desarrollando la expresién [2.1] tendremos:

ECM (0) = E[f — 6]* = E[(0 — 6)*] = E[0* — 200 + 6*]
= E[0*] — 20E[0] + 6*> = (sumando y restando (E[A])?)
= E[0%] — (E[0))* + (E[6])* — 20E[0] + 63
= Var(0) + (E[0] — 0)> = Var(0) + (sesgo (0))? [2.2]

resultando que el ECM del estimador 0 se puede descomponer en suma de dos
cantidades no negativas:

e La varianza del estimador:

Var(0) = E[6] — (E[0])? [2.3]
e El cuadrado del sesgo del estimador:

(Sesgo () = (E[0] ~ 0)*

Evidentemente, ambas cantidades deberdn de ser tenidas en cuenta para las
propiedades deseables de un estimador. Asi pues, ambos sumandos, varianza y
sesgo, deben de ser lo mds pequefios posibles, lo cual equivale a que la distribu-
cién muestral del estimador 6 debe de concentrarse en torno al valor del para-
metro ¢, tanto mds cuanto menor sea la varianza.

El problema aparentemente parece muy sencillo, pues bastaria seleccionar
como mejor estimador del pardmetro (), aquel estimador 0 que tenga el error
cuadrdtico medio, ECM, mds pequeiio de entre todos los posibles estimadores
de . Pero no es nada ficil el obtener entre todos los posibles estimadores del
pardmetro 6 el que nos dé un error cuadrdtico medio minimo para todos los
valores posibles del pardmetro 0, es decir, no siempre existird un estimador
que haga minimo su error cuadrédtico medio para todos los valores posibles de
. pues un estimador 0 puede dar lugar a un ECM minimo para algunos
valores del pardmetro #, mientras que otro estimador (/' también dard lugar a
un ECM minimo pero para otros valores diferentes de (.
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Resulta, por tanto, que la utilizacién del error cuadritico medio para la
eleccion de un buen estimador es insuficiente, siendo necesario dar otros crite-
rios, de tal manera que la eleccién de un buen estimador puntual dependerd de
otras propiedades que satisfaga ese estimador.

Ejemplo 2.2

Sea X,, X,, X; una muestra aleatoria simple de tamafo 3, cuyos valores
son siempre positivos y procedentes de una poblacién con media u y varianza
o2 = 25. Consideramos como posibles estimadores de u los estadisticos

ﬁl =—(X, +2X2+X3]

-

i ==(X, +2X, + X,)

L N N

Obtener los errores cuadraticos medios de g, y fi, y comparar sus valores
para diferentes valores del pardmetro poblacional p.

Solucion:

Empezamos calculando la media y varianza de f,:
X 1
E[p,]= EI:Z (X, +2X, + X_,,)] =
|
= 4 (E[X ]+ 2E[X,] + E[X;]) =

1
=‘—1{,u+21u+,u}=p

luego

Sesgo (fi,) = E[f,] —pu=pu—pu=0

1
Var(g,) = \#’ar|:z{)(l +2X, + XJJ] -
1
= E (Var(X,) + 4Var(X,) + Var(X,)) =

1
=E{Jz+4ﬂ‘2+0‘2)=

60> 3¢® 325 75
16 8 8
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teniendo en cuenta la expresién [2.2], tendremos:
ECM (ji,) = Var(ji,) + (sesgo ()
75 75

= — 4 = —
8 0 8

Andlogamente para el estimador fi,:
1

1

BLTITIE, .
=gt 2u w= 5
luego
5 p 4u
Sesgo(iy) = E[u,] — = 5 M

_4p—S5p 1

~— 35  §*
|

Var(ji,) = Var[g (X; +2X, + X3]:|
|
= 23 (Var(X,) + 4 Var(X,) + Var(X,))

1
=B(r,r2 + 40% + 6?)

-
25 25

y su error cuadrdtico medio sera:

ECM (ji,) = Var (j1,) + (sesgo (i2,))*

2
u
=6+ —
lS25

Igualando ECM (i) = ECM (ji,) tendremos:
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W21 e 67
25 g ° M7

_ |675

K= {8

luego si

675 e 5
i< Y = ECM/(i,) < ECM (i)

y el estimador fi, serd mejor que el estimador f,, pero si

675 . A
n > T = ECM(‘HIJ < ECM{}JZ]

resultando que el estimador 4, serd mejor que el estimador /,. Este resultado
confirma lo indicado anteriormente, siendo por ello necesario dar otros crite-
rios o propiedades adicionales para la seleccién de un buen estimador pun-
tual. Asi pues estudiaremos la insesgadez, eficiencia, consistencia y suficiencia
que dardn lugar a los estimadores puntuales: insesgados, eficientes, consisten-
tes y suficientes.

23.1. ESTIMADOR INSESGADO
Hemos definido el sesgo del estimador 6 como:
Sesgo (0) = E[0] — 6 [2.4]

Veiamos anteriormente, en la expresion [2.2] del ECM, que en el segundo
sumando nos aparecia el cuadrado del sesgo, también deciamos que el
ECM (0) deberia ser lo mds pequefio posible y para ello era necesario que la
varianza del estimador y el cuadrado del sesgo también fueran lo mds peque-
fios posibles. Es decir serd conveniente que el sesgo en valor absoluto sea lo
menor posible, siendo deseable que sea nulo y en tal caso la media del estima-
dor @ coincidird con el valor del pardimetro 6 que se estd estimando, es decir

E[0]=10

siendo entonces el estimador f, un estimador insesgado del pardmetro 6 y la
distribucién muestral del estimador 0 se encontrard centrada alrededor del
pardmetro 6.
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Definicion 2.2. Estimador insesgado.

Diremos que el estadistico 6= g(X,, ... X,)es un estimador insesgado
o centrado del pardmetro 6 si la esperanza matemdtica del estimador 0 es

igual al pardmetro 0, esto es: .
E[0]1=10 [2.5]

para todos los valores de 6, y entonces:
Sesgo (0) = E[ﬁ] —0=0

En caso contrario diremos que el estimador es sesgado o descentrado,
es decir

E[(] = 0 + b(f) = 6 + sesgo (0) [2.6]

en donde b(0) = E[0] — 0 = sesgo (0)

El sesgo del estimador, sesgo (0), puede ser positivo, negativo ¢ incluso
nulo, asi pues si es positivo entonces se dice que el estimador sobreestima el
valor del pardmetro desconocido y si es negativo lo infraestima, siendo por
tanto, deseable que sca nulo para que sea insesgado.

El grafico 2.6 muestra la representacién gradfica de las distribuciones mues-
trales de dos estimadores del pardmetro, uno sesgado f, y otro insesgado 0,.

f(x; B) Sesgado Insesgadé

a
Pardmetro poblacional Valor del estimador

GRAFICO 2.6.  Representacion grdfica de las funciones de densidad f(x; 6,) yfix: 0,) de
dos estimadores, uno sesgado 8, y otro insesgado 0.,.

Algunos estimadores para pardmetros poblacionales se obtienen intuitiva-
mente por analogia. Por ejemplo, parece légico utilizar el estadistico media
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muestral X, como estimador del pardmetro media poblacional u, andloga-
Kooa A ; :
mente la proporcién muestral p = py = — como estimador de la proporcién
n

poblacional p y la varianza muestral, %, como estimador de la varianza pobla-
cional ¢%. La misma intuicién nos vale para seleccionar un estimador puntual
de la diferencia de dos pardmetros poblacionales. Asi pues, el estimador pun-
tual de la diferencia de los pardmetros medias poblacionales py — uy, serd la
diferencia de medias muestrales X, — X, y andlogamente el estimador de la
diferencia entre proporciones poblacionales (py — py) serd la diferencia entre
las proporciones muestrales (py — py).

Estos cinco estadisticos o estimadores X, p, %, X — X y py — py son fun-
ciones de las observaciones muestrales X ,, X ,, ..., X, cuyos respectivos valores
esperados y varianzas aparecen en la Tabla 2.2,

TABLA 2.2.  Algunos pardmetros poblacionales, sus estimadores puntuales insesgados, me-
dia y varianza®,

Pardmetro Estimador Valor .
; : Varianza de
poblacional puntual insesgado esperado de )
0
¥, .
Media u f=X=" u —
n n
Varianza® ¢ a2 =582= i (X, — X)? a? . 3—=p at
n—1,5 : n nn-1)
4 X
Proporcién p P=pPx=— P g
n
Diferencia de . . = = ol ol
. —py=X-X - X ZY
medias py — py Hxy — Hy Hx — Hy i ns
Diferencia de
proporcién Px — Py = X Y P Pxlyx + Pydy
Px — Py ix Ny n, n,

* ny ¥ ny son los tamafios muestrales, ai v orf, las varianzas poblacionales, X indica el nimero
total de éxitos en n pruebas, y andlogamente Y.
* En una distribucién Ny, o), sabemos que u, = 3¢*, luego
3¢ 3-n 1 20
Var(§3)=—+ ot = (3ne* — 36* + 36* — not) =
n nin — 1) nin — 1) n—1
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Los cinco estimadores puntuales que aparecen en la Tabla 2.2 son insesga-
dos, pues teniendo en cuenta lo estudiado en el capitulo anterior, se comprue-
ba fdcilmente que:

X ,.] =
i=1

E[6%] = E[S5?] = E[n—il Z X~ fv} = g?

= | -
=

E[j] = E[X] = E[

e
[p] = [J—P
E[jiy — jty] = E[f - 5(-] = Hxy — Hy

. . X ¥
E[px —py] =E[ ———|=px — Py

Ny Ny
Ejemplo 2.3
Dado el estadistico

1 2 _
i~y (X,—XF

Ti=1
demostrar que es un estimador sesgado de la varianza poblacional”.

Solucién:

Podemos expresar S'? de otra forma para tomar valores esperados con mds
facilidad, en efecto:

y2=1 Z (Xi"fz):l Z (X; = p+p— Xy
ni= ni=
1 2 —
==Y [X,—p - (X - pP

* Nosotros definimos, como la mayoria de los autores, la varianza muestral como:
I n
$P=— % (X,— X)?
n— 1,2

aunque algunos autores le llaman a esta expresion cuasivarianza muestral y la representan por 52,
Estos autores cuando el denominador es n entonces utilizan el término varianza muestral.
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= % |'=i1 [(X; — ) + (X — pw? — 2X; — (X — p)]

= % ;gj (X; — )+ n(X — p?— 22X — p sé (X; — ﬂl}
=% :é. (X, — 1+ n(X — p)? — 2AX — p(nX — np)

- % :Zl (X, — p?+ n(X — p? - 2n(X - ;:)2]

SR

X; - — (X - p?

I|M=

-

Tomando valores esperado resulta:
1 2 -
E[5*] = E[; Y (Xi— W —(X - u)’}
i=1

[ o
5~ Y. E[X; — 0] — E[(X — w*]
i=1

1,
=—.pg? ——
n n
n—1
n

Luego vemos que efectivamente se trata de un estimador sesgado, pues
E[S'*] # o2
La varianza muestral:

1 = =
Y (X, — X)?

2=
d n—1,5

si que es un estimador insesgado de la varianza poblacional, pues ficilmente
podemos comprobar que:

27 — nS’z - B 12
E[5?] EL ~ ]] o EIS7]
. n n- 1

n—1 n
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Sin embargo no es cierto que la desviacion tipica muestral sea un estimador
insesgado de la desviacién tipica de la poblacién, es decir

E[S]#a

ya que la raiz cuadrada de una suma de niimeros no es igual a la suma de las
raices cuadradas de los mismos nimeros. Para probar esto utilizaremos el
ejemplo 2.4.

Si consideramos el estadistico
l n
§*2 =; Y (X, —p)?
i=1

fdcilmente se comprueba que también es un estimador insesgado de la varianza
poblacional, en efecto:

E[S*2]=1E|iz (X, —;1)2]—— Y. E[(X; “,u}]—~m; = g2
i=1 i=1

Ejemplo 2.4
Sea una poblacién formada por los elementos (1, 2, 3). Obtener E[5*] y E[S].
Solucion:

Para calcular la media de la varianza muestral, E[S*], y la media de la
desviacién estdndar muestral, E[S], construimos la Tabla 2.3 con todas las
posibles muestras con reemplazamiento de tamafio n = 2.

TABLA 2.3. Muestras de tamaiio n = 2, sus medias y varianzas.

Muestras . . ) _ I
(xl.' xz) * (x' - f)z k (.\'3 N x)z S - 2—" Z - I)z A= \/Sl
(1, 1) 1 0.00 0,00 0,00
(1, 2) 1,5 0,50 0,50 0,71
(1, 3) 2 2,00 2,00 1,41
2, 1) 1,5 0,50 0,50 0,71
(2, 2) 2 0,00 0,00 0,00
(2, 3) 2,5 0,50 0,50 0,71
(3, 1) 2 2,00 2,00 1,41
(3,2 2,5 0,50 0.50 0,71
(3, 3) 3 0.00 0,00 0,00
Total 18 6,00 6,00 5,66
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La media de la varianza muestral serd:

W~

6
E[$*] = 5=

2
La varianza de la poblacién ¢ = 3 y la desviacién estdndar, ¢ = 0,8164,
como se puede comprobar.

Luego

E[$*] = % = ¢?

es decir, como ya sabfamos, la varianza muestral es un estimador insesgado de
la varianza poblacional.

La dltima columna de la Tabla 2.3, nos da las desviaciones tipica de cada
muestra y su media serd:

5,66
E[S] = =5~ = 0,6288

resultando que:
E[S] = 0,6288 # 0,8164 = o

de donde se deduce que, efectivamente, la desviacién tipica muestral no es un
estimador insesgado de la desviacién estdndar poblacional.

Existen factores de correccién para la desviacién estdndar muestral S de-
pendientes de la forma de la distribucién poblacional, que la convierten en un
estimador insesgado de o.

Proposicién 2.1.

Si ﬁ, y (jz‘son dos estimadores insesgados del pardmetro 0, entonces
el estimador 0 definido como

O=20,+(1—-10, , ie(01) [2.7]

es también un estimador insesgado del pardmetro 0.

Demostracion:
Bastard tomar valores esperados en la expresiéon [2.7].
E[0] = E[40, + (1 — 2)8,] = AE[0,] + (1 — A)E[H,]
=0+(1-D0=0
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Esto nos permite decir que si tenemos dos estimadores 0, y 52 insesgados
del pardmetro 6, entonces cualquier combinacién lineal convexa de ambos
estimadores insesgados serd también un estimador insesgado del pardmetro 0,
y ademds existirdn infinitos de estos estimadores, pues podemos obtener infini-
tas combinaciones lineales convexas de ambos estimadores.

2.3.2. ESTIMADOR INSESGADO DE VARIANZA MINIMA

Ya indicdbamos anteriormente que no era posible obtener un estimador
que haga minimo su error cuadritico medio para todos los valores posibles del
parametro . Sin embargo, si podemos considerar los estimadores que son
insesgados y de éstos determinar el que tenga su error cuadritico medio,
ECM(U) minimo. Es decir, si el estimador 0 es insesgado, entonces:

E[0]=6 y ECMI[6]= Var(d)

por tanto, debemos de intentar obtener un estimador, si es que existe, de entre
todos los estimadores insesgados que tenga varianza minima y éste seria el
estimador insesgado de varianza minima. Si ademads se verifica que la varianza
es minima para todos los valores posibles del pardmetro entonces el estimador
recibe el nombre de estimador insesgado y uniformemente de minima varianza
(UMVUE)®.

Definicién 2.3. Estimador insesgado uniformemente de minima varianza.

Diremos que el estimador insesgado éo. es insesgado y uniformemente
de minima varianza (UMVUE) para el pardmetro 0, si dado cualquier
otro estimador insesgado 0, de €l y, se verifica que

Var((‘io) Var (6)

para todos los valores posibles de 0.

Para llegar a obtener el estimador insesgado uniformemente de minima
varianza, si es que éste existe, tendriamos que determinar las varianzas de
todos los estimadores insesgados de 0 y seleccionar el estimador que tenga la
varianza mds pequefa para todos los valores de 6.

Con el fin de facilitar la obtencién de un estimador insesgado y uniforme-
mente de minima varianza (UMVUE) daremos la desigualdad o cota de Frechet-
Cramer-Rao, la cual nos permitird obtener una cota inferior de la varianza.

¢ Uniformly minimum-variance unbiased estimators,
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2.3.2.1. Cota de Frechet-Cramer-Rao

Sea (X,, X5, ... X,) una muestra aleatoria simple de tamafio n, obteni-
da de una poblacién cuya funcién de densidad o de cuantia es f(x; 0).
Designamos la funcién de densidad conjunta de la muestra’ por:

Ly, iy X5 O) = A F 304, oy X3 0) = i35 X5y <y %o 6)

verificindose que

J. AF LRy Lisonin X5 G ™
RF

= f jj‘u(xl! xz: wery x"; U)dxldxl...dx” o~ l
ﬂﬂ

y sea 6= 9(X,, X,, ... X,) un estimador insesgado del pardmetro 6.

Entones si se verifican las condiciones de regularidad de Wolfowitz® la
varianza del estimador estd acotada inferiormente:

Var(é) s

1
dlndF,\’? [2:8]
(%) |

o bien, si las variables aleatorias son independientes e idénticamente dis-
tribuidas con funcién de densidad o de cuantia f(x; (), entonces:

1

J Gln_f(x; 8_) o [2.9]
( af )

_ i
varlll > _JET# Inf(x; 0)
. 26?

Var(é} =

o incluso

" También se llama funcién de verosimilitud de la muesira y se representa como:
L%y, i X 0) = dF (%}, oy X, 6) = fiX1, oy X 6)
En el caso discreto la funcién de verosimilitud de la muestra serd:
Uy ia X5 )= PAX, = x4, s X, = %)= PX, = %o X, = X5 0)

% Existen otras condiciones de regularidad como, por ejemplo, las dadas por Cramer o por Fisz

pero son mds complicadas.
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Las condiciones de regularidad de Wolfowitz son:

a) El campo de variacién del pardmetro 6 es un intervalo abierto D del eje
real, que puede ser infinito o semi-infinito pero nunca se reduce a un
punto.

b) El campo de variacién de la variable aleatoria X que define la pobla-
cién no depende del pardmetro 6.

¢) Para casi todo x y todo 0 € D, existe’

OndF (x;, Xy .oy X O)

o6

n

d) Se pueden diferenciar, bajo el signo integral, las expresiones E[1] y
E[B]m.

e) Se verifica que

dmdFin; %5 X3 O
E[( 0@ Fats 3;2 2 Jn ))]:b-O, para V0 e D

Veamos que en efecto se obtiene la expresién [2.8].

Admitimos que el estimador é(x,, . X,) €s insesgado, y por tanto, se verifica:

E[0] = J x|y s X,)d F X1y X5 o X, 0) =0
=

de donde, escribiendo en lo sucesivo fen lugar de 6(.3:1, s X,) ¥ d F, en lugar de
AF %, o X )

'[ (0—0dF,=0
nl
derivando respecto de £

0=2 [ (- 0aF,=pora= 2
=20 .. A

- 0
='f —dF,,+J @-6)—dF,
- r a6

? Al decir para casi todo x, queremos decir para todo x excepto para un conjunto cuya proba-
bilidad sea nula.

10" Se pueden intercambiar la operacién de derivacién respecto de @ y la integracién (o suma en
el caso discreto) respecto de x.

[0~ 6dF,] =
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ng
=J —dF, +J.(a—9) -dF,

—1 +J {9—:‘)}—(lndF}dF

de donde se tiene:

. )
1= J.w (6~ 6) - (ndF)dF,

elevando al cuadrado ambos miembros y teniendo en cuenta la desigualdad de
Schwarz'', tendremos:

% d 2 . F] 2
= — — — 2 . — >
1 Hﬂ 005 (lndF,,)dF] sJ‘W (@ — 00dF, L- (agtlndf,,}) dF

y teniendo en cuenta la definicién de Var (0) y la definicién de valor esperado,
resulta:

élndF,
< Var()- E[ J

Fill)
de donde

1

Var(H) = El:alndF"(xl’ X3y ey X 0):|2

c.q.d.

al
La otra expresion [2.9] de la cota de Frechet-Cramer-Rao se tiene como
consecuencia de que la muestra es aleatoria simple, pues entonces la funcién de

densidad o de cuantia de la muestra es igual al producto de las funciones de
densidad marginales:

d F %, %oy s =Xy, Xgy oy X,n 0) = l_[ dF(x; 0) = n S(x; 0)
=1

' Desigualdad de Schwarz en un intervalo (a, b)

L. b b
.[ [f(x)g(x)dF(x)]* sJ- (01 dE(x)- .[ [g(x)])*dF(x)
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y tomando logaritmos neperianos, resulta:

IndF, = z Inf(x; 0)

ot

8lndF, o @
- 2*5 nf(x; 0)

a0

elevando al cuadrado ambos miembros:

oIndF,\? ( ? )2
= —1 )
( o0 ) 2z, 50 "™/t 0

n - a
; (,}—0 In f(x;; 9)) Y (f— Inf(x; U]) ( r Inf(x;; 9))

i#j

I

Tomando valor esperado:

dlndFN*1_ [ & (@ .
{(57) )L £ Gowrso) |
B Y (Linfixi ) (s 0) | ©
[ () (o)

pero teniendo en cuenta que las variables son independientes:

E[§ (@ Infx; m) (.‘?0 Inf(x;. 0))]

= IZ:J El: %0 In f(x;; 9)] [ 68 Inflx;; 9)] =

1" Sabemos que j- dF, = 1, derivando respecto de (:

adF,
adF, an dIndF, dIndF,
— =0 ; -df,= | ———-dF,=E =0
w 00 w dFy 00 an
andlogamente, sabemos que J. [(x; B)dx = 1, derivando respecto de 6:
R

if(x; 0) f)
af(x; ) af dnf(x; ) dinfix; 8)
r = . d' = , . — _— =
.L 20 dx=0 ; J’ 5 6) dx - f(x; 0)dx J’“ 20 fix; B)dx E[ 20 ] 0
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dlndF,)\*] & i . 2 - dInf(x; 6)\?
(25 ) -2

Luego la cota de Frechet-Crawer-Rao tiene esta forma:

1
[éInf(x; 0)\?
! EK a0 )}

[(ﬂln dF(x; 6))2]
nE|| ————
)

Fisher llamé al denominador de la cota de F-C-R, cantidad de informacion
contenida en la muestra de tamaiio n, es decir, la cantidad de informacién que
la muestra proporciona sobre el pardametro:

B dIndF, 1 dinf(x; 0)\*
] e

Si el estimador 6 hubiera sido sesgado, es decir:

\f'ar(ﬁ] =

o bien esta otra:

Var(ﬁ) >

[2.10]

E[0] = 0 + b(0)

en donde b{ﬁ) es el sesgo del estimador, entonces la cota de Frechet-Cramer-
Rao tiene la forma:

[1+ b0

Yarifle E[a NdF, (X, Xg0 o Xy, n)]z

[2.12]

af
siendo b'(0) la derivada respecto de 0 del sesgo del estimador.

En el supuesto de haber considerado una poblacion de tipo discreto, bas-
taria sustituir la funcién de densidad por la correspondiente funcién de
cuantia, obteniendo resultados andlogos. :

La cota o desigualdad de Frechet-Cramer-Rao nos da un limite inferior para
la varianza del estimador 0, pero esto no implica que la varianza de un estima-
dor UMVUE tenga que ser igual al limite inferior de la varianza dado por la
cota de F-C-R. Es decir, se puede obtener un estimador insesgado 0/ que tenga su
varianza mds pequefna que la de todos los demds estimadores insesgados de 6,
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pero mayor que el limite inferior dado por la cota de F-C-R. Un estimador que
verifique lo anterior seguird siendo un estimador UMVUE del pardmetro 0.

2.33. ESTIMADOR EFICIENTE

Observando la definicién de estimador insesgado se pone de manifiesto que
la insesgadez presenta una debilidad, pues tnicamente requiere que el valor
esperado del estimador 6 sea igual al pardmetro poblacional 6, y no requiere
que muchos, o incluso algunos, de los valores del estimador (es decir, estima-
ciones) tomen valores préximos al pardmetro poblacional, como seria deseable
en un buen estimador. Por eso, la propiedad de eficiencia es importante, ya que
exige algin requisito mds, Asi pues, cuando se quiere estimar un parametro
poblacional considerando diferentes muestras de tamafo n, es deseable que el
estimador tome, para las diferentes muestras, valores préximos unos de otros,
de tal manera que resulte una varianza pequefa para los diferentes valores del
estimador, pues cuanto menor sea la varianza mejor serd el estimador, es decir,
la propiedad de eficiencia implicara que la varianza del estimador sea pequefia.
Sin embargo, el hecho de que la varianza del estimador sea pequefia, por si
solo no es suficiente para tener un buen estimador, sino que el estimador
tendria que ser también insesgado. Por e¢jemplo, si para diferentes muestras
aleatorias el estimador siempre toma un mismo valor especificado 150, enton-
ces la varianza del estimador serd cero, pero el estimador serd sesgado excepto
que el verdadero valor del pardmetro poblacional sea también 150. Luego serd
deseable que la varianza sea minima y que el estimador sea insesgado.

La propiedad de eficiencia de un estimador la definiremos comparando su
varianza con la varianza de los demds estimadores insesgados. Asi pues:

«¢| estimador mas eficiente entre un grupo de estimadores insesgados serd
el que tenga menor varianza».

Supongamos que tenemos una poblacién con funcién de densidad f(x: 0),
en donde 0 es el pardmetro desconocido y consideramos tres estimadores gl. 52
y 0, del pardmetro 6, basados en muestras aleatorias del mismo tamafo, sien-
do las distribuciones de los tres estimadores las que aparecen en el grifico 2.7,
en donde se observa que las distribuciones correspondientes a 0, y 0 tienen
como media el pardmetro poblacional 0, es decir, ambos estimadores 0, y 0,
son insesgados, sin embargo, la distribucién correspondiente a 0, es sesgada,
tiene un sesgo positivo pues su media es mayor que el pardmetro poblacional.
En cuanto a la varianza de los tres estimadores se observa que la mds pequena
es la correspondiente a 6, y sin embargo este estimador no es mds eficiente ya
que no es insesgado.
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1(x; ) f(x; 6,)

- Sx; 63}
flx; 8))

0 f
GRAFICO 2.7.  Representacién grdfica de las funciones de densidad f( x; ﬁ;J. St x: ﬁ;) y
ftx; 0,) de tres estimadores 0,, 0, y 0,

Luego, para que un estimador sea el mds eficiente serd necesario que sea
insesgado y que tenga menor varianza que cualquier otro estimador insesgado,
asf pues, del grafico 2.7 se deduce que el estimador 0, es el mds eficiente de los
tres, pues es insesgado y tiene menor varianza que el estimador 0 3

Anteriormente ya indicibamos la importancia que tenia la varianza de un
estimador y aquf se pone de manifiesto otra vez que la varianza de un estima-
dor insesgado es una medida muy importante para decidir sobre si es 0 no
apto para estimar un pardmetro ().

Definicion 2.4. Estimador eficiente.

Diremos que un estimador 0 del pardmetro poblacional 0, es eficiente
si es insesgado y ademds su varianza alcanza la cota de Frechet-Cramer-
Rao. Esto es equivalente a decir que un estimador 0 es eficiente si su
varianza coincide con la cota de Frechet-Cramer-Rao":

1
E élndF,\*
a0

1
) . 2
nE[(o ln{(x, 9)) ]
a0

¥ Pues esta cota se obtiene cuando el estimador es insesgado, y posible nos da el valor minimo
de la varianza.

Var (0) = [2.13]

o bien

Var(0) =

|
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Luego un estimador eficiente serd un estimador insesgado y uniformemente
de minima de varianza (UMVUE), cuya varianza coincide con el limite inferior
de la cota de Frechet-Cramer-Rao; pero un estimador UMVUE puede que no
sea eficiente puesto que su varianza, siendo minima, no alcance la cota de F.C.R.

Este tipo de estimadores serdn de bastante utilidad en toda la inferencia
estadistica, siendo por ello el que se intentara obtener, siempre que exista.

Definicién 2.5. Eficiencia de un estimador.

Se define la eficiencia de un estimador insesgado, f, del pardmetro 0
como:
. Cota F.C.R.

efl. (0) = “Var® [2.14]

verificindose que efl. (5] <1

De aqui que si tenemos dos estimadores insesgados 91 y 9 del pardmetro
0, diremos que el estimador #, es mds eficiente que el estlmador f,, si se
verifica:

eff. () = eff. (4,) [2.15]
es decir, si se verifica que:
Var({,I ) < Var{()z)

en donde la desigualdad en sentido estricto se debe cumplir para algiin valor de (.

Pero en general nos podemos encontrar con varios estimadores insesgados,
no siendo nada fdcil el probar que uno de esos estimadores insesgados es el
mejor de todos ellos. Para resolver esta situacién de manera fécil lo que se hace
es introducir el concepto e eficiencia relativa de dos estimadores.

Definicién 2.6. Eficiencia relativa.

Dados dos estimadores insesgados 01 y (32 del pardmetro 6, definimos
la eficiencia relativa de (), a 0, como:

Var(0,) eff. (0,)
Var(,) eff. (6,)

eff. relativa {éi, gz) = [2.16]

Si este cociente es menor, igual o mayor que la unidad, diremos que #,
es menos, igual o mds eficiente que 6,"

% Algunos autores utilizan, para la eficiencia relativa, la notacién eff. {fil.-'ézl.
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El grdfico 2.8 representa las distribuciones muestrales de dos estimadores
insesgados G, v 8 Observando la representacién grdfica se deduce que la
Var(0,) < Var(ﬂz), luego la eficiencia relativa de 91 a 91 serd:

Var(0,)

eff. relativa (0,, 6,) = Var(6,) g

y diremos que el estimador 0, es mds eficiente que 0,.

fix; 0) 4

> fx b))

P f(x: éz}

i
1
1
I
I
I
I
l
I
i
|
i
I
1
|
1
|
I
|
|
I
|

\

0 0

GRAFICO 28.  Representacion grdfica de las funciones de densidad de dos estimadores
insesgados 0, y 0,, donde 0, es mds eficiente que 0,.

Ejemplo 2.5

Sea (X, .., X,) una muestra aleatoria simple procedente de una poblacién
N(u, o). Utilizando la media muestral X y la mediana muestral X, como
estimadores de la media poblacional u. Estudiar su eficiencia relativa.

Solucion:

Sabemos que los estadisticos media muestral y mediana muestral son esti-
madores insesgados de la media poblacional, pues la poblacién de partida es
normal y, por tanto, simétrica, coincidiendo la media, la mediana y la moda's

'* Se demuestra que la mediana muestral X tiende a distribuirse segin una distribucién nor-

. . na’ ) T o’
mal de media p y varianza e es decir, X, — ’V( 5 )
n n
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La varianza de ambos estimadores es:

2

= il
Var(X)=—
n

2 2

a
o= 57—
n n

o
Var(X,) =

N

La eficiencia relativa del estimador mediana muestral X, al estimador me-
dia muestral X serd:

Var(X) ~a*n i
Var(X,) L57¢%n 1,57

eff. relativa (X, X) =

de donde

2
Var(X,) = 1,57 Var(X) = 1,57 —
n

Lo cual implica que la mediana muestral X, es 1,57 veces menos eficiente
que la media muestral X para estimar la media de la poblacién y. Es decir un
estimador basado en la mediana de una muestra de 157 observaciones tiene la
misma varianza que un estimador basado en la media de una muestra de 100
observaciones, admitiendo que la poblacién es normal. También podriamos
decir que la varianza de la mediana muestral es superior a la varianza de la
media muestral en un 57 % de ésta. Asi pues, para que ambos estimadores
tuvieran la misma varianza seria necesario utilizar un 57 % mds de observacio-
nes en la mediana muestral que en la media'®.

Podemos concluir que la media muestral es un estimador mds eficiente de la
media poblacional u, que la mediana muestral. El grdfico 2.9 ilustra la relacién
entre ambas distribuciones muestrales e indica que la distribucién muestral de la
media tiene menor varianza que la distribucién muestral de la mediana.

" Cuando estudidbamos las medidas de posicidon central deciamos que una ventaja de la
mediana sobre la media es que daba bastante menos importancia a los valores u observaciones
extremas que la media, sin embargo ahora, en la eficiencia relativa, vemos que la mediana presenta
el inconveniente de necesitar mayor nimero de observaciones que la media.
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A Distribucién muestl'al de la media
> f(x; X)

Distribucién muestral de la mediana

Jlx; X,

|
|
|
|
|
|

Y

M

GRAFICO 2.9.  Representacion grdfica de las distribuciones muestrales de los estimadores
media X y mediana X ,, del pardmetro p, media poblacional.

Proposicion 2.2

Dada una poblacién N(u, o) se verifica que la media muestral X es un
estimador eficiente de la media poblacional pu.

Demostracion:

Sabemos que la funcién de densidad de una distribucién N(u, ¢), de para-
metro u, desconocido, es:

1x — pf

1 ;
S p=—7=e? ©
o/ 2n

Para que el estadistico, X, media muestral sea un estimador eficiente del
pardmetro p, media poblacional, se tiene que verificar la expresion [2.13], es
decir, que su varianza coincida con la cota de Frechet-Cramer-Rao:

1
E[(C’- In f(x; ;u))j
an

lix — jl})
4

1
Inf(x; p)=In——=+Ine 2 ~
a./2n

Var(X) =

En efecto:

1 1(x - 1)?

=1r1“\/27ﬂ—2 =
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dlnflx; p)  x—p
=

o a

‘ 2 o 2
du a a

n n 2
=3 Var(X) = %0

Luego sustituyendo en la expresién [2.13], resultarfa:

O.Z

1) = V: ) = 1 Eg—
Var(@= Var() nE[(ﬁln é’gc; f})ﬂ "

que coincide con la cota de Frechet-Cramer-Rao, ademds sabemos que la va-
2

. . i g s i
rianza del estadistico media muestral es — y que el estadistico media muestral
n

es un estimador insesgado de la media poblacién pu.
Resultando que, efectivamente, la media muestral es un estimador eficiente

de la media poblacional, cuando la poblacién es N(u, o).

Ejemplo 2.6

Dada una poblacién N(, 7), y los estimadores de la media poblacional g,
para muestras aleatorias simples de tamano n = 3

PO |
91=§(X1+X2+X3}

2 4 1 1
B,=5 X, +3 X+ Xy

Se pide:
1. Comprobar que los estimadores 0, y 0, son o0 no insesgados.
2. Calcular la varianza de ambos estimadores.

3. ;Son ambos estimadores eficientes?
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Solucion:

1. Sabemos que un estimador 0 es insesgado si se verifica que:
E[0] =6
En este ejemplo, se conoce que:
E[X]J=p , i=1,2,3
Luego

E[0,] = L‘H (X, + X, + xa}]
1
=3 (E[X, ]+ E[X,] + E[X,4])

1
=5(H+ﬂ+#)=ﬁ

y por tanto el estimador 0, es un estimador lineal insesgado para pu.

Para el estimador 0, se tiene:

5 1 | 1
E{Oz]=E|j5 X1+.§X2+ZXJ:|

1 1 |
= EE[XJ +3 E[X,] + 1 E[X;]

_r .1 .1
BT RT Lk
_26 13
“uHt Tk

Luego este estimador lineal es sesgado para .
2. Veamos la varianza de ambos estimadores:
Se sabe que:
Var(X)=49 , i=123
Luego:

- I
Var(0,) = Var(g X, +X,+ XSJ)
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(Var(X,) + Var(X,) + Var(X,))

(3-49) =

\Dl'— \DI'—‘

- 1 1 1
Var(d,) = \f'ar(i X, + -?;Xz +ZX3)

1 1
- Var(X,) + = Var(Xz) + — 16 Var(X,)

T4
LT S P
T4 9 16

244 61 2.989
TRt TV T

3. Para ver si son eficientes tendremos que tener en cuenta la definicién
2.4, es decir tendrdn que ser insesgados y su varianza alcance la cota de F.C.R.

Ahora bien, en nuestro caso el estimador 8, no es insesgado y por tanto no
serd eficiente.

Para el estimador g,, que si que es insesgado, bastard tener en cuenta la
proposicién 2.2, pues resulta que el estimador

2 1 ’
Hi=§(X1+Xz+X3J

coincide exactamente con la media muestral X, y segin hemos visto el es-
tadistico media muestral, X, en una poblacién N(g, o) es un estimador eficiente
de la media poblacional p.

Luego el estimador 0,, es un estimador eficiente de la media poblacional u.

Teorema 2.1

Si un estimador 0 es insesgado, su varianza alcanza la cota de F.C.R.
si se verifica:

dlnd F
a0

"= A0)0 — 6)

Siendo A(0) una expresién que no depende de 0 y entonces el estimador 0
serd eficiente.
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Teorema 2.2

Si 6 es un estimador eficiente, entonces se verifica que

A 1
Var(f) = A—(f’_]

Demostracion:

Como el estimador 0 es eficiente, entonces la Var (ﬁ] coincide con la cota de
Frechet-Cramer-Rao. expresién [2.13] y teniendo en cuenta el teorema 2.1
resulta:

1 1
[a Ind F,,T " ELA0) - 0)]
Bl

afl

B 1

~ AXO)E[O — 073

B 1

~ A%(0) Var(0)

Var(@) =

de donde se deduce que

(Var(0)? =

A%(0)
Luego

- 1
Var(f) = m

Definicién 2.7. Estimador asintGticamente eficiente.

Diremos que un estimador 0 es asintéticamente eficiente si se verifica:

lim Var () = Cota de Frechet-Cramer-Rao'’ [2.17]

n—+ o

I” No obstante debemos tener en cuenta que la cota también depende del tamafo muestral, lo
cual puede ocasionar algiin problema en algin caso aislado (como podrian ser ¢l caso de los
estimadores super-eficientes).
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234. ESTIMADOR CONSISTENTE

Hasta ahora hemos considerado propiedades de los estimadores puntuales
basados en muestras aleatorias de tamafio n, pero parece légico esperar que un
estimador serd tanto mejor cuanto mayor sea el tamano de la muestra. Asi
pues cuando el tamaiio de la muestra aumenta y por tanto la informacién que
nos proporciona esa muestra es mds completa, resulta que la varianza del
estimador suele ser menor y la distribucién muestral de ese estimador tenderd
a encontrarse mds concentrada alrededor del pardmetro que pretendemos esti-
mar. Ademds teniendo en cuenta el teorema de Glivenko-Cantelli, resulta que
cuando el tamano de la muestra es suficientemente grande entonces la muestra
puede llegar a proporcionar una informacién casi exacta de la poblacién y en
consecuencia el valor del estimador tiende a coincidir con el valor del pardme-
tro. Por esto, en este apartado nos vamos a referir a las propiedades asintGticas
de los estimadores, es decir a su comportamiento cuando el tamano de la
muestra se hace muy grande (n — o). La mds importante de estas propiedades
asintéticas es la consistencia.

Sean 0, 0,, ..., f, una sucesién de estimadores del pardmetro (), obtenidos a

partir de muestras de tamafio 1, 2, ..., n, respectivamente, es decir:

Hl b g{xl)

0, = g(Xy, X;)

6 =K, Xy X))
de manera que el estimador basado en la muestra de tamafio n lo notaremos
por 0, en donde el subindice n lo empleamos para hacer mds evidente la
dependencia del tamano muestral. En general esta sucesion de estimadores se

representa por {0,}.

Definicion 2.8. Estimador consistente,

Diremos que una sucesién de estimadores {@n} es consistente, si la
sucesién converge en probabilidad hacia el pardmetro 6. Es decir, si
Y& > 0, se verifica:

lim P(l0,— 0l <g)=1 , VO [2.18]

ne o

y cada elemento de la sucesién se dird que es un estimador consistente.
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Esta consistencia que hemos definido es una consistencia simple o consisten-
cia en probabilidad ya que se basa en la convergencia en probabilidad, por eso
también se suele decir que una sucesién de estimadores {0,} es consistente si
converge en probabilidad hacia el valor del pardmetro 0, a medida que el
tamafio de la muestra aumenta. Lo cual implica que la distribucién del esti-
mador consistente estard mds concentrada entorno al valor del pardmetro 0y,
por tanto, la varianza del estimador consistente debe disminuir cuando n
aumenta, tendiendo a cero cuando n — co. Situacién que representamos en el
grifico 2.10.

flx; B) 4

i

GRAFICO 2.10. Representacién grdfica ilustrativa de la consistencia de un estimador fj,r
A medida que crece el tamaiio de la muestra la distribucion del estimador
estd mds concentrada alrededor del valor del pardmetro 0.

También se puede definir un estimador consistente basdndose en la conver-
gencia en media cuadratica.

Definicion 2.9. Consistencia en media cuadrdtica.

Diremos que una sucesién de estimadores {0,} es consistente en media
cuadritica para el pardmetro 0 cuando se verifica:

lim E[6, — 01> =0 [2.19]

A—m

y cada elemento de la sucesién se dird que es un estimador consistente en
media cuadrdtica.
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Andlogamente a la expresién [2.2], aqui tenemos que el error cuadritico
medio del estimador 0, sera:

ECM (0,) = E[(0, — 6)*] = Var(f,) + (sesgo (0,)) [2.20]

que tenderd a cero si ambos sumandos tienden a cero, pues ambos sumandos
sOn No negativos.

Luego para ver si un estimador es consistente en media cuadrdtica bastard
con demostrar que la varianza y el sesgo del estimador tienden a cero cuando
n— o0.

Teorema 2.3

Si un estimador es consistente en media cuadrdtica también es consis-
tente en probabilidad, pero no necesariamente se verifica al revés.

Demostracion:

Para demostrar este teorema tendremos que demostrar que si:
E[6, — 61*—0, V0
n—x

entonces

P(0,— 0l <e)—=>1, Ye>0 y V0O
En efecto, si tenemos en cuenta la desigualdad de Chebychev'® escrita en la
forma:
2 i E[6, — 012
P[0, — 0| <&] = P[0, — 0 <&*]> 1 - [—2—] . £>0 [221]

I

y cuando n — oo, segun la hipdtesis de partida, el estimador era consistente en
media cuadratica:

E[0, — 01> >0

" Ver CASAS Y SANTOS (1995). Capitulo 10.
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y sustituyendo en la expresién [2.21], se tiene:
P[l6,— 0 <£]—1
Luego el estimador es consistente en probabilidad *.

Definicién 2.10. Consistencia casi segura.

Diremos que una sucesién de estimadores {f,} es consistente casi segu-
ro para 0 cuando se verifica:

P( lim 0, = 0) =1 [2.22]

y cada elemento de la sucesién se dird que es un estimador consistente
casi seguro.

En consecuencia, si el estimador es consistente casi seguro también lo serd
en probabilidad.

Ejemplo 2.7

Sea (X,, .., X,) una muestra aleatoria de tamafno n procedente de una
poblacién N(u, o). Demostrar que la media muestral, X, y la varianza muestral,
§2, son estimadores consistentes de la media y varianza poblacional, respecti-
vamente.

Solucion:

En efecto, la media muestral X es un estimador consistente de la media
poblacional g, pues es un estimador insesgado

E[X]=p
siendo el sesgo nulo para cualquier tamafio de muestra, y ademds la varianza
del estimador media muestral, X, es:

—t 0'2
Var(X) =———0

n n=ra

" También podfamos haber dicho que la demostracién es inmediata ya que como sabemos la
convergencia en media cuadrdtica implica la convergencia en probabilidad.
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Luego como el sesgo la varianza del estimador, X, tienden a cero cuando
n — oo, resulta que se trata de un estimador consistente en media cuadrdtica y
por tanto también en probabilidad.

Otra forma de hacerlo seria:

(e

X —u _ \/l_‘l(X_ — 1
6/\/}: o

Sabemos que

Tipificando tenemos:

Z =

= N0, 1)

y teniendo en cuenta la expresion [2.18] asociada a la definicién de estimador
consistente, tendremos:

i Joo
P(|X —pl<e)=Pl— | X —pl<—z¢
o ’{ a

—P(——rcﬁ[f—;z]<4a)—rl

R—*o0

Lo cual demuestra que efectivamente X es un estimador consistente del pard-
metro media poblacional p.

El estimador varianza muestral, S2, es un estimador insesgado pues:
E[S*] =¢*

siendo nulo el sesgo para cualquier tamano muestral.

La varianza del estimador varianza muestral cuando la muestra procede de
una poblacién N(y, o), segin se vio en el Teorema 1.2, viene dada por:

4

2a
Var(§?%) = B

] =

Luego como el sesgo y la varianza del estimador, S?, tiende a cero cuando
n — oo, resulta que el estimador S? es un estimador consistente de la varianza
poblacional ¢
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Definicién 2.10. Estimador 6ptimo asintéticamente normal.

Diremos que una sucesién de estimadores {0,} del pardmetro 6 da
lugar a un estimador éptimo asintéticamente normal, 0, del pardmetro 0,
si se verifican las siguientes condiciones:

1. La distribucién del estadistico
0,—0
V Var(6,)

tiende a una distribucién N(0, 1), cuando n — o0,

Jn— N, 1)

2. La sucesién de estimadores es consistente, es decir, V& > 0, se
verifica:
lim P(0, — 0| <e)=1, Y0
n—an

lo cual equivale a decir que el estimador ¢ es consistente para
todos los valores de 0.

3. No existe ninguna otra sucesién de estimadores {6} que verifique
las dos condiciones anteriores y que ademds:

lim Var [é:,) < lim Var [ﬁn}, Vo

n=+uo n=+o

23.5. SUFICIENCIA

Hasta ahora, y como indicdbamos al final del apartado 2.2, la eleccion de
los estimadores la hacemos basdndonos en la intuicién y en la analogia de los
pardmetros poblacionales con sus correspondientes valores muestrales. Tam-
bién, en algunas ocasiones nos interesa que el estimador tenga alguna propie-
dad concreta, por ejemplo, que sea insesgado, 0 que cumpla cualquier otra
propiedad. Pero como el estimador era simplemente un estadistico y por tanto
funcién de las observaciones muestrales, resulta que utilizamos las observacio-
nes muestrales para obtener los estimadores de los pardmetros poblacionales,
de tal manera que se resume la informacion que proporciona la muestra sobre
los pardmetros poblacionales en los valores (o estimaciones) que toman sus
estimadores, pudiendo producirse una posible pérdida de la informacién que
contiene la muestra cuado se sustituyen las observaciones individuales por el
valor del estadistico. Asi pues, supongamos que queremos estimar los pardme-
tros media, yu, y varianza, %, poblacional con la ayuda de una muestra aleato-
ria, utilizando para ello los estimadores insesgados media muestral, X, y va-
rianza muestral, $2. Las estimaciones correspondientes, de los pardmetros
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poblacionales serdn los valores que toman los estimadores X y S? para las n
observaciones de la muestra aleatoria, resultando que la informacién de las n
observaciones muestrales se resume o se reduce a los dos valores de los estima-
dores X y S2. En consecuencia, nos surge la pregunta: ;en este proceso de
resumen o reduccién de la informacién (pues pasamos a tener sélo los valores
de X y §?), que nos proporcionan las n-observaciones muestrales sobre los
pardmetros poblacionales p y o, se mantiene o se ha perdido informacién
respecto a los pardmetros u y ¢?

En este apartado daremos algunos métodos para obtener estadisticos o
estimadores tales que utilicen toda la informacién contenida en la muestra con
respecto al pardmetro poblacional a estimar. Tales estadisticos o estimadores
los llamaremos suficientes, pues contienen toda la informacién relevante conte-
nida en la muestra con respecto al pardmetro que nos interesa”.

2.3.5.1. Estimador suficiente

De manera intuitiva, diremos que un estadistico es suficiente para un
pardmetro 0 cuando utiliza toda la informacién relevante contenida en la
muestra aleatoria, con respecto a 0, y ningiin otro estadistico puede propor-
cionar mds informacién adicional sobre el pardmetro poblacional 6. Es decir,
mediante un estadistico suficiente tenemos una manera de resumir toda la
informacién contenida en la muestra acerca del pardmetro . Por ejemplo,
consideremos una muestra de n repeticiones independientes de un experimento
binomial, (X, ..., X,), con probabilidad de éxito p, y definimos el estadistico T
como el nimero de éxitos en las n repeticiones, es decir

en donde

X, =

I, si la i-ésima repeticién es €xito, con probabilidad p
0, si la i-ésima repeticién es fracaso con probabilidad 1 — p
Como estamos interesados en el pardmetro poblacional p, al tomar la

muestra de n-repeticiones del experimento binomial tendremos un valor del
estadistico:

™=

T:

i

X; = nimero de éxitos en las n-pruebas

1

™ Sabemos que el estimador es una funcién de las observaciones muestrales y, por tanto, serd
un estadfstico, de aquf que algunos autores utilizan de manera indiferente los términos estimador y
estadistico.
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y entonces nos surge la duda de si este estadistico contiene toda la informacién
sobre el parametro p o por el contrario se podria obtener mds informacién
sobre p considerando otros estadisticos o funciones de (X, ..., X,).

Para resolver esta duda obtenemos la distribucién condicionada de X, ...,
X, dado el valor del estadistico T = t, es decir:

PX,=x4 oy X, =x,, T=1)
P(Tr=1)

PX, =% ., X,=x,/T=1)=

P(X, =x; u, X,=%) HT=t/X;, =%, .., X,=X,)
P(T=1)

el =pr (L - PT =t/ X =Xy o X, =X)

= : )
(I)p (1 = p)

P = )P = X = Xy Xy = %)

n f ] - n=t "
!)p (1 —p)
1

n
Y Si Z,ﬁ:l

n i=1
= (f) [222]

0 si Y x;#t

i=1

Observamos que la distribucién condicionada de X, ..., X, dado el valor
del estadistico T = t no depende del parametro p, es decir, la distribucién con-
dicionada para la muestra de n repeticiones, dado el nimero de éxitos, no
depende de la probabilidad p de obtener un éxito, entonces conociendo el
nimero total de éxitos en la muestra tendremos toda la informacién que la
muestra puede proporcionar sobre ¢l valor del pardmetro p, siendo por tanto,
el estadistico T suficiente para el pardmetro p?'.

2! En este ejemplo también son suficientes para el pardmetro p los estadisticos (X v 2 X ,).

(X.. X z x) 5
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Definicion 2.12. Estimador suficiente.

Sea (X, ... X,) una muestra aleatoria de una poblacién cuya distribu-
cion depende de un pardmetro ¢ desconocido. Diremos que el estadistico
o estimador 7= T(X,, .., X,) es suficiente para el pardmetro 6 si la
distribucién condicionada de X, .., X, dado el valor del estadistico
T =1, no depende del pardmetro 6.

Ejemplo 2.8

Sea una muestra aleatoria (X,, X,, X;) procedente de una distribucién
B(1, p), y sean los estadisticos:

r=X,+X,+X,

T,=X,+2X, + X,
tales que para la muestra de tamafio n = 3 toman los valores 7, =2y 7, = 2.
Comprobar que 7, es suficiente y que 7, no es suficiente.
Solucion:

El estadistico

es suficiente, pues es un caso particular del ejemplo anterior, asi pues, susti-
tuyendo en la expresién [2.23] tenemos:
1
3
()

PX, =%, X,=X3, X;=x3/T=2)=
y esta probabilidad no depende del pardmetro p, con lo cual es el estadistico 7,
es suficiente.

Andlogamente, para el estadistico:
T,=X,+2X,+ X,
si obtenemos la probabilidad condicionada, por ejemplo, para la muestra
(x5 x5, x5) = (1, 0, 1) tendremos que:
P‘X X‘l, Xl Yz, Xj ¥3/T1 = 2)
=PX,=1,X,=0,X,=1/X, +2X,+ X, =2)
_PX, =1 X,=0 X;=1)
PX,+2X,+ X;=2)
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p(1 — p)°-p°(1 — p)-p(1 — p)°

TPX, =1, X,=0, Xa= 1)+ P(X, =0, X, =L, X, =0)

p*(1 — p) - P

Pa—p+pl—p* p+(l—-p

p

la cual depende del pardmetro p, y por tanto, el estadistico 7, = X, + 2X, + X,
no es suficiente.

Si observamos el estadistico:
T,=X,+X,+X,

toma los valores 0, 1, 2, 3 sin pérdida de ninguna informacién sobre ¢l pardme-
tro p. Sin embargo, el estadistico

T,=X,+2X,+ X,
toma los valores 0, 1, 2, 3, 4 perdiendo informacién sobre el pardmetro p.

Esta definicién de estadistico suficiente nos permite comprobar si efectiva-
mente el estadistico o estimador 7 es o no suficiente pero no nos dice cémo se
puede encontrar un estadistico o estimador suficiente.

Un método que, ademds de decirnos si un estadistico es o no suficiente, nos
permite también obtener un estadistico suficiente, es el teorema de factoriza-
cién de Fisher-Neyman.

2.35.2. Teorema de Factorizacién de Fisher-Neyman

Sea (X, .., X,) una muestra aleatoria simple de una poblacién con
funcién de distribucién F(x; 6) y sea la funcién de cuantia de la muestra:

P(Xyy s X3 ) = PX ;| = %4, ... X, = X,)
o la funcién de densidad de la muestra:
f(xy. o %, 0)

Entonces el estadistico T'= T'(X,, .., X,) es suficiente para el pardme-
tro @ si y solamente si podemos descomponer la funcién de probabilidad
o la funcién de densidad de la muestra en productos de dos factores no
negativos:

PoX o X0) = GT (X1, o X 6)- by, oy X,) [2.24]
J(xyq, o X5 0) = g(T (X4, ..., x,); O): B(x4, ..y X, [2.25]

en donde g(7, 0) es una funcién que depende solamente de 6 y de la mues-

tra a través del estadistico T(X y, ..., X,). ¥ h(x,, .., x,) no depende de 6.
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Demostracion:
Vamos a realizar la demostracién para el caso discreto®:
Si admitimos que 7 es un estadistico suficiente para 0, entonces la distribu-

cién condicionada:

PUX,=xy, v X=X, T(Xy, s X,)=1)
PT(x,, ..., X, )=1)

PeX , =Xy g X, =X JT(%y, o Xg=1))=

es independiente del pardmetro 0, y podemos escribir
PUX, =%y win Xy =2) = PoXq = %yy oy Xy = X TiXypy wq X) = 1)
= PIT (k5 s X)) =0 P = Wigyioy Ky =R JT 5 005 Rg) =)
siempre y cuando la probabilidad condicionada
P(X, = Xy, oy X, = X,/ T (x4, ..., X)) = 1)

esté bien definida.

Y haciendo:
BXis o X)) = P(X (| = Xgy oy Xy = X JT (X5 iy XJ) = 1)

que como vemos no depende de 0, y
T (X1y ey Xo); O) = PT (%4, vy Xp) = )
se verifica el teorema, pues:
PX = xq, oy X, = X,) = g(T (X1, sy X,); 0)- hxy, ooy X,)

Veamos ahora la situacién inversa, es decir, si se verifica el criterio de factori-
zacién entonces el estadistico T serd suficiente. En efecto:

PAX, = Xgs o X = X/ T(Xq, ooy X,) = 1) =
0 Si T(Xye o X)) # 1

= APUX =Ry ey By 526 Ty o Xy =1)
Pﬂ(T(xl'l atay xn} = !)

v 8 T(Xyy sy X) =1

2 Para una demostracién general ver LEHMANN (1986).
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0 i T(Xyy %) 4

TAPAX, =Xy, o X, =X,)
PH{T(xls L | xu) = t)

, st T(xy, oy x,) =1

Evidentemente si
T(Xy, o X,) # 1

entonces la probabilidad condicionada
PoX; = Xgy wei Ky = BT (X gz 0oy %)= 1) =10

no depende del pardmetro 0.

Si T'(x,, .., x,) = t entonces teniendo en cuenta que se verifica el criterio de
factorizacién podemos escribir:

PAT(xy, .y X)=0= Y  PyX;=xp,..X,=x,)

Tixg, 0} =1

= Y YT Xy e X0 0)- H(xy, oy X,)

T(Xp k)=t

=gt 0. ) P15 o X
T (X g0 X =
Luego
PdX, = x4, o X, =Xx)
PT(xqy oy X)) =1)

PdXy = X1y s Xy = X/ T(Xgs o X,) = 1) =

_ gt 0)-h(xy, .., X,)
g(t; 0) Y (X, s X,)

T(Xge e g} =1
h(xy, s X,)
Y g s %)

T(xysn X} = 1

que no depende de 0, y por definicién se deduce que el estadistico
T=T(X,, .. X, es suficiente, como queriamos demostrar.

Ejemplo 2.9

Sea una muestra aleatoria (X |, ..., X,) de una distribucién B(1; p). Compro-

bar utilizando el teorema de factorizacién que el estadistico 7= Y X, es
im]

suficiente para el parametro p.
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Solucion:
La funcién de probabilidad conjunta de la muestra serd:
PRy cu %) = PUX =Xy aa: Xy ='0)
=pi(l—p)' mpHl—p)

- pz:l X, {1 - . p}n 2“1 X

=p(l —py*
(2 Ny _ w
(l_p)(l p)

AT (Xys oy X, ) ) = (I—f—p) (1—pr

Haciendo

hixy, . x,) =1

entonces resulta la siguiente factorizacion:

Py(xy, . X5) = & P) - Blys oo X)) = (ﬁ) (I —py-1

Por tanto, el niimero de €xitos es un estadistico suficiente para el pardme-
tro p (probabilidad de éxito en una distribucién binomial).

Ejemplo 2.10

Sea (X,, .., X,) una muestra aleatoria procedente de una distribucién

1
]'(1, E)’ cuya funcién de densidad es:

flx) =<4

Obtener un estadistico suficiente para el parimetro a.
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Solucion:
La funcién de densidad conjunta de la muestra es:

SRy o X5 @) = f(x13 Q).of (x,5 )

| . 1 =
= —g H...“—e il

a a
i l e ¢ 4 + x)
__}e

1-

1 v
=—ne djay l

a

Por tanto, s1 hacemos:

entonces se tiene:

1
g(T(xy, -y x,); 0) = pril o

hix, .., x,) = 1
Luego tendremos la siguiente factorizacién:
f(xy, v x5 @) = g(T(x,, ..., x,); @) B(xy, ..., X,)

1 Iy, 1 -
=_ne u,;’, I.l = -’-'e ﬂ.]
a a

Y podemos decir que el estadistico

es un estadistico suficiente para el pardmetro a.
Observemos que el estadistico media muestral X es también un estadistico

suficiente para el pardmetro a. En efecto, haciendo

1 n n
IT=-3Y X; = aT=Y X,
n= i=1
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tendriamos la siguiente factorizacién:
flxyy v xa)=—e a5 ™. 1
— e a4 . l
a"
= g(T(xy, ..., X,); @) h(x,, ..., x,)

Lo cual indica que pueden existir varios estadisticos suficientes para un mismo
parametro.

Otro resultado interesante que se ha puesto de manifiesto en el ejemplo
anterior, lo recogemos en el siguiente Teorema, que es una consecuencia inme-
diata del teorema de factorizacion de Fisher-Neyman.

Teorema 2.4

Si el estadistico T, es suficiente y es funcién con inversa unica del
estadistico T, T, = f(T,), entonces el estadistico T, es también suficiente.

Demostracion:
Sea T, = f(T,) donde f es inyectiva. Entonces existe la inversa 7, = f '(T,)
con lo cual, por ser T, suficiente, tenemos segtin la expresién [2.25] que:
Flxys v Xt 0) = Ty ) AXy4 v %)
= g(f(T,); 0)- h(x,, ..., X,)
= g¥XTy; 0)- h(x,, .., X,)

lo cual demuestra que el estadistico 7, también es suficiente.

Intuitivamente también se puede entender, pues si el estadistico 7, puede
calcularse a partir del estadistico T,, entonces el conocimiento de 7',, debe de
ser al menos tan bueno como ¢l de T',.

Esto es equivalente a decir: que si un estadistico no es suficiente ninguna
reduccion suya puede ser suficiente. )

El reciproco del teorema 2.4, que no demostraremos, también se verifica y
lo podemos enumerar mediante el siguiente teorema.
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Teorema 2.5

Si los estadisticos T, y T, son suficientes para el pardmetro 6 entonces
T, y T, estdn relacionados funcionalmente.

Cuando la distribucién de la poblacién depende de dos pardmetros, como
es el caso de la distribucién normal, es interesante determinar dos estadisticos
que sean conjuntamente suficientes para los dos pardmetros. En estas situacio-
nes el teorema de factorizacién se puede enunciar de la siguiente forma.

Teorema 2.6

Los estadisticos T, = T(X, .., X,) y T, = T5(X |, .., X,) son conjunta-
mente suficientes para los pardmetros 6, y 0, si y solamente si la funcién
de probabilidad o la funcién de densidad de la muestra se puede descom-
poner factorialmente de la siguiente forma:

S 15 vy X 0y, 8,) =
= G(T((X15 s X T3 (Xg, ey %) Oy, 05) Bxy, ..y X,) [2.26]

Ejemplo 2.11

Sea una muestra aleatoria (X,, .., X,) de una poblacién N(u, o). Obtener
dos estadisticos que sean conjuntamente suficientes para los pardmetros pobla-
cionales u y o.

Solucion:

La funcién de densidad conjunta de la muestra sera:

1 (x, pf 1 (x, — u)?

S(xqy ooy X 1y 0) =
l : o\/2n o./2n

Ll L]
Y= ¥ x +md

(o /e e A E )
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Siguiendo la notacién utilizada en la expresién [2.26], tenemos que:

=
&

T (xy, - X)) =

.;'.
[

1=
-
~

TilXss om %)=

]
[

1
Py {Tylxy, o 20 — 20T Uy, e 3 )+ )

NTy(Xy4y oy X)) Taxgs s X,); s 6) = (0 ﬁ)_"-e_ 2
h(xy, .y x,) = 1

verificindose la factorizacién dada en la expresién [2.26], y por tanto los es-
tadisticos:

=
>

Il
-

I, =

1=
Lo

1, =

i

[}
fary

son conjuntamente suficientes para los pardmetros g y o.

2.3.5.3. Estadistico minimal suficiente

Hemos introducido el concepto de suficiencia, y deciamos que el objetivo
era mediante el estadistico suficiente condensar o resumir los datos sin que se
produzca pérdida de informacion sobre el pardmetro. Ahora lo que pretende-
mos es obtener otro estadistico suficiente que reduzca o resuma los datos lo
mds posible, pero sin pérdida de informacién sobre el pardmetro, y éste serd el
estadistico minimal suficiente.

Supongamos que un estadistico T, es suficiente para el pardmetro pobla-
cional 0, y que ademds existe otro estadistico T,, tal que T, = f(T,), entonces
sabemos, por el teorema 2.4, que el estadistico 7, es también suficiente para el
pardmetro (). Ahora bien, salvo que la funcién f(-) sea biyectiva, el estadistico
T, proporcionard una mayor reduccién de los datos originales que el es-
tadistico 7,. .

En efecto, si volvemos al ejemplo 2.11 vemos que el estadistico:

es suficiente para el pardmetro a.
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Haciendo

=

J(Xy, o X)) = X;

1

i
vemos que (X, .., X,) es también un estadistico suficiente para el pardmetro a.

Pero es evidente que el estadistico 7, produce una reduccién bastante
mayor en los datos que si consideramos simplemente los datos de la muestra
original. Debido a esto es deseable determinar, si es posible, el estadistico
suficiente que produce la mayor reduccién de datos, siendo éste el estadistico
minimal suficiente.

El hecho de que T, = f(T,) nos asegura que el estadistico 7', siempre nos
dard una reduccion de los datos que al menos es tan buena como la dada por
el estadistico T,, si es que sigue siendo suficiente.

Definicion 2.13. Estadistico minimal suficiente.

Diremos que un estadistico es minimal suficiente, si es suficiente y
cualquier reduccién de la informacién definida por €l ya no es suficiente,
es decir desprecia informacién que estd contenida en la muestra, acerca
del pardmetro .

Método de Lehmann y Scheffé™ para obtener un estadistico minimal suficiente

Este método parte de la existencia de dos muestras aleatorias simples de
tamano:

(X, . X,) e (Y,..Y)

cuyas respectivas funciones de verosimilitud son:

L(%yy oy X3 0) = (X1, oy Xs O) = [] Sxi5 6)
i=1

L(Yys s Yoo O) =S (315 s Y3 0) = [] S5 0)

* Ver LINGREN, B. (1968), pag. 235,
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Se obtiene el cociente de funciones de verosimilitud:

L(xy, vy X, 0)
L(yys s Vs 0)

y si podemos encontrar una funcién g(x,, ..., x,) tal que la razén de funciones
de verosimilitud no dependa de 6 si y solamente si

g(xls wary ‘tn) = g(}"19 sy ,Vpg)
entonces decimos que

(X5 s X,)

serd el estadistico minimal suficiente para el parametro 0.
Si en lugar de existir un solo pardmetro 0, existieran k pardmetros, enton-
ces tendriamos que obtener k funciones

Bl o Xighioomny FilXyni ey X

tales que el cociente de funciones de verosimilitud no depende de 1, ..., 0, si y
solamente si
GlXyy vy X)) = GdYys - V) para i=1, .,k
y entonces decimos que
gixy, .. x,), para i=1, ..,k

serdn los estadisticos conjuntamente minimal suficientes para los pardmetros
0, ..., 0
vy O

Ejemplo 2.12

Sea una muestra aleatoria (X, .., X,) procedente de una poblacién bino-
mial, B(1, p). Obtener, si existe, un estadistico minimal suficiente para el pari-
metro 0,

Solucion:

En el ejemplo 2.9 ya se habia obtenido un estadistico suficiente para el
n
pardmetro p, y vefamos que, efectivamente, el estadistico 7= Y X, era sufi-
i=1
ciente.
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Ahora vamos a tratar de obtener un estadistico minimal suficiente, para
ello consideramos dos muestras de tamafo n

Xy X,) € (Yo X))
y obtenemos la razén de funciones de verosimilitud:

L(‘\'Ia reey xn}; P} _ P\-'[I — p)l”"l P .p\:.“ - P}I_"
L(yl9 R ] yn; PJ Pr‘“ - p)l Yiaaes .p_\‘.'{l — pll A

5 X n i X
P & 1-p =

p 3:‘ r,(l o p]n }1 ¥;

)

que como vemos depende del pardmetro, y tinicamente no dependerd del pard-
metro p si y sélo si

f'=i1 H f=i1 Y

Ejemplo 2.13

Sea una muestra aleatoria (X ,, ... X,) procedente de una distribucién N(yu, 1).
Obtener un estimador minimal suficiente del pardmetro p.

L]

Resultando que efectivamente el estadistico ) X; serd minimal suficiente
i=1
para el pardmetro p.

Solucion:

Considerando dos muestras de tamano n

(X, .. X,) e (Yy, .. 7)
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138
podemos obtener la razén de funciones de verosimilitud:

1 (x, — up? 1 %y
e 2 waw e 2
L(xy; oy X H) (\/Zn) _ (\/211)
L(Vys < Yo ) ( 1 ) Oy — 47 ( 1 ) B
—e 2 - e ?
2n \/ﬂ

(.;“' n? _LI - nl’)

o

o 3(E-E) e lfx Bn)

Esta funcién no dependerd de u si y solamente si

Por tanto, el estadistico

n
n
i=1

es minimal suficiente. Y puesto que X es una funcién inyectiva de ) X,

resulta que X es también un estadistico minimal suficiente.
Ejemplo 2.14
Sea una muestra aleatoria (X, ..., X,) procedente de una poblacién cuya

funcién de densidad es:
1 & —w?

f(x; i, o) = e
a./2n

Obtener dos estadisticos para los pardmetros g y ¢ que sean conjuntamente

minimal suficientes.

Solucion:
En el ejemplo 2.11 ya habiamos obtenido dos estadisticos conjuntamente
suficientes para los pardmetros u y a. Veamos ahora si existen dos estadisticos

que sean conjuntamente minimal suficientes.
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Consideramos dos muestras de tamafo n
(Xpyon X,) € (V) V,)

y obtenemos la razén de funciones de verosimilitud.

1 (x, — 1 x, u)?
e 202 - e 247
L(x;, .« Xu 4y 0) 04/2n a./2n
L(yys oo Ve ls0) 1 _ R 1 e
e 7 .. — ¢ 20?
o./2n T \/2‘;1

=g 207\, i=1

que como vemos depende de los pardmetros u y o, inicamente no dependerd
de estos pardmetros u y o si y sélo si:

Resultando que los estadisticos

1]
.

o
2

...
Il
—

# Desarrollando y simplificando resulta:

B ﬁl-(; X} + et — 2 ié X;) ) (iz vi ¥t = 2p il _‘,‘)] -

='{ i=

= - 2—:;2(; -3 yf) + %(E X~ Z 5'.-)

=1 i=1 =1 i=]
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que ya habiamos visto que eran conjuntamente suficientes, resultan ser conjun-
tamente minimal suficientes para los pardmetros u y a.
2.3.54. Relacion entre el estimador eficiente y suficiente

Si un estimador @ es suficiente ha de verificarse por el teorema 2.1 que:

dlnd F(x,, .., x,; 0)
ao

= A(OXA — 0)

" 21n (6,0
o bien, sustituyendo A(6)(@ — 0) por E—%), tendremos:

dlndF,(x,, -, x,; 0) Jln 9(0,0)
6 T

integrando respecto de ), y expresando la constante de integracién como
Inh(x,, ..., x,) resulta:

Ind F(x,, ... x,;0) = Ing(0, 0) + Inh(x,, ..., x,)
de donde:

dF(xy, . X,; 0) = g(0, 0)- h(x,, ..., x,)

que por el criterio de factorizacion de Fisher-Neyman resulta que el estimador
0 es suficiente.

Luego si el estimador 0 es eficiente, también es suficiente.

Ejemplo 2.15

Sea (X,, ..., X,) una muestra aleatoria simple procedente de una poblacién
con distribucién de Poisson de pardmetro 4, en donde el pardmetro / se estima
a partir de la media X de la muestra aleatoria del tamano n. Obtener:

1.  Un estimador eficiente.

2. Un estimador suficiente.



ESTIMACION PUNTUAL 141

Solucién:

1. La funcién de probabilidad de Poisson viene dada por:

1%

P(x:/l)=%e_“ S x=0,12 ..

Segiin la definicién 2.4 para que un estimador /4 sea eficiente se tiene que
verificar que la varianza del estimador coincida con la cota de Frechet-Cra-
mer-Rao.

1

[5 In P(x; ).):r
"E T
OA

Aplicando esta expresion a la distribucién de Poisson, resulta;

Var () =

InP(x;4) = xInA —In(x!)— 4

6InP(x;i)_f_l__x——).
Y
dln P(X; A))? X-1PF 1
El———| =E|—— | =SE[Xx -1}
= e e
1 1
zﬁV&l’(X)=A—2} ..‘.---*""‘-m X
ff:
_1 ¥
)

pues en la distribucién de Poisson sabemos que

E[X]=/
Var(X)= 4
Pero sabemos que en la distribucién de Poisson el pardmetro / se estima

mediante la media X de una muestra aleatoria; siendo la media X muestral un
estimador insesgado del pardmetro 4

E[X]=4
y como:

=
Var(X)=;



142 CASAS-SANCHEZ, J. M.

Sustituyendo en la expresién de la Cota de Frechet-Cramer-Rao. resulta:

1 ;h

Jln P(x; )P T
1=

2 z X, +-+X,
Var(x) = Var(X) = Var B

y como

1
= F\f’ar[}(1 + e+ X))

resulta que la Var(4) coincide con la cota de Frechet-Cramer-Rao.

Luego la media muestral X es un estimador eficiente del pardmetro 4 de
Poisson.

2. Obtengamos ahora un estimador suficiente para ¢l pardmetro 4. Apli-
cando el criterio de factorizacién de Fisher-Neyman, tendremos que probar:

Py(Xgs o X,) = G(T (X, o0 X,); ) - B(X1, e X,)
La funcién de probabilidad conjunta de la muestra serd:

Py s w5 X)) = Py s s ) = Py A} POES A)

11Xy 1%
=2 il
Xx,! X,!

3 x
A
- e-nj.




ESTIMACION PUNTUAL 143

= g(i E A) (X gy i %)

i=1

n
y el estadistico ) X, es un estimador suficiente para el parimetro i. Pero

como el estadistico ) X, es funcién biyectiva del estadistico X, pues
i=1

n n
Y X,=nX,y ) X es suficiente, entonces por el teorema 2.4 resulta que el
i=1 _ i=1
estadistico X también es suficiente para el pardmetro A.
Luego el estadistico media muestral es un estimador suficiente y eficiente
del pardmetro A.

2.3.55. El papel de la suficiencia en la obtencién de estimadores
de minima varianza

La suficiencia juega un papel importante en la obtencién de estimadores
insesgados uniformemente de minima varianza (UMVUE)* como se pone de
manifiesto a continuacién.

Teorema de Rao-Blackwell

Sea una poblacién con funcién de densidad o de cuantia representada
por f(x; 0) y sea 0 un estimador insesgado para el pardmetro 0 y T un
estadistico suficiente del mismo pardmetro 6. Entonces si hacemos:

9(T) = E[0/T]
se verifica:
1. ¢(T) es un estadistico y es funcién del estadistico suficiente.
2. E[g(T)]=0.
3. Var(g(T)) < Var(f).

Es decir, el estadistico ¢(T') es funcién del estadistico suficiente, es un
estimador insesgado de ¢ y su varianza es menor que la del estimador
insesgado 6.

** Uniformly minimum-variance unbiased estimators (UMVUE). Estimador insesgado unifor-
memente de minima varianza. Si existe un estimador UMVUE ésta serd preferible a cualquier otro
estimador insesgado de 0, ya que sus valores presentan menos varianza que la de cualquier otro
estimador insesgado.
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Este teorema, que no demostraremos aqui, nos indica que dado un estima-
dor insesgado y un estadistico suficiente, este estadistico suficiente lo podemos
utilizar para encontrar otro estimador g(7') insesgado y de menor varianza que
el primero. Ahora bien, no se puede asegurar que el estimador g(7') sea de
minima varianza, es decir, UMVUE. Para ello recurrimos al teorema de
Lehmann-Scheffé que veremos posteriormente.

Corolario

Si existe un estimador # UMVUE, entonces debe ser funcién del es-
tadistico minimal suficiente para el pardmetro 6, el cual es UMVUE.

23.6. COMPLETITUD

En la seccién anterior hemos estudiado la suficiencia y veifamos que me-
diante este concepto podiamos resumir la informacién contenida en la muestra
sobre un pardmetro desconocido de manera mds eficiente y sin pérdida de
informacién sobre el pardmetro. Ahora mediante el nuevo concepto de comple-
titud, veremos que cuando se verifica para un estadistico suficiente entonces
obtenemos mejores estimadores.

Definicion 2.14. Familia completa.

Una familia de distribuciones {F(x:6)} es completa si para cualquier
funcién h(x) la identidad:

E[h(x)] =0
implica que:
P(h(x) =0) =1

en todos los puntos para los cuales f(x; §) > 0 para algin 0.

Esta definicién nos indica que una familia de distribuciones es completa si
el tnico estimador insesgado de cero es el mismo cero.

Un estadistico T' es completo si la correspondiente familia de distribuciones
de T es completa. Asi pues se pone de manifiesto que la propiedad de completi-
tud es una propiedad de la familia de distribuciones.
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Ejemplo 2.16

Dada la familia de distribuciones binomiales {B(n, p)} comprobar si es com-
pleta.

Solucién:

Teniendo en cuenta la definicion 2.14, vemos que para cualquier real h(x)
de una variable aleatoria X — B(n, p) las identidad

E[HX)] = ¥ C) hx)p (1 = py =0, Vpe(0,1)

x=0
implica necesariamente que

hix)=0 , ¥Yx=0,1,..n

ya que la expresién
n n -
¥ ( )h{xip"{l —-py
x=0 \X

es un polinomio en p de grado n, y para que tome el valor cero para todo valor
del pardmetro p es necesario que todos sus coeficientes, h(x), sean nulos.

Luego
P(hix)=0)=1 , Vpe(0,1)

y la familia es completa.

Ejemplo 2.17

Supongamos una muestra aleatoria (X, ..., X,) procedente de una pobla-
cién B(1,p), y sea el estadistico

T=X,+-+X

n
Comprobar si el estadistico T es completo.

Solucion:

Sabemos que la distribucién binomial es reproductiva respecto al pardme-
tro n, y hemos visto en el ejemplo 2.16 que la familia de distribuciones bino-
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miales {B(n, p)} es completa, luego el estadistico T = Z X, es completa pues,
i=1

sigue una distribucién B(n, p), por la reproductividad de la distribucién B(1, p).

Definicién 2.15. Estadistico suficiente completo.

Diremos que un estadistico suficiente 7' es completo, si la familia de
distribuciones del estadistico suficiente 7 es completa.

Teorema de Lehmann-Scheffé

Si T es un estadistico suficiente y completo para 6, y si existe un
estimador insesgado 0, del pardmetro 6, entonces existe un tnico estima-
dor UMVUE dado por

g(T) = E[0/T]

Luego el problema de encontrar un estimador UMVUE ha quedado redu-
cido a la obtencién de un estimador insesgado y a calcular el valor esperado

g(T) = E[0/T)

en donde T es un estadistico suficiente completo.

Para finalizar con la completitud daremos el concepto de estadistico com-
plementario y un teorema que pone de manifiesto la independencia del es-
tadistico complementario con el estadistico suficiente completo.

Definicién 2.16. Estadistico complementario.

Diremos que un estadistico U es un estadistico complementario para
el pardmetro 0, si la distribucién de U es independiente de 0.

Teorema 2.7

Sea el estadistico T suficiente y completo para el parametro 0, y sea U
un estadistico complementario para 0. Entonces los estadisticos Ty U
son variables aleatorias independientes®.

* Este teorema debido a Basu nos facilita la demostraciéon de la independencia de los es-
tadisticos media y varianza muestral de una distribucién normal.
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24. LA FAMILIA EXPONENCIAL DE DISTRIBUCIONES
Y LA SUFICIENCIA

Existe una clase o familia de distribuciones en la que todos los pardmetros
de las distribuciones que la integran tienen estadisticos suficientes. Este grupo
de distribuciones recibe el nombre de familia exponencial de distribuciones, y
como veremos serd bastante fdcil obtener estadisticos suficientes para conse-
guir informacién acerca del pardmetro correspondiente.

Definicion 2.17. Familia exponencial de distribuciones uniparamétrica.

Diremos que una familia de distribuciones es exponencial uniparamé-
trica si estd formada por todas aquellas distribuciones cuyas funciones de
cuantia o de densidad se expresan de la siguiente forma:

f(x; 0) = B(0)h(x)eQ PR [2.27]
donde
1. B(0) y Q(0) son funciones reales de (.

2. h(x) y R(x) son funciones reales de x.

En la tabla de la pagina siguiente aparecen algunas distribuciones pertene-
cientes a la familia exponencial.
Veamos ahora que utilizando el método de Lehmann-Scheffé¢ podemos ob-

tener un estadistico minimal suficiente para la familia exponencial de distribu-
ciones. En efecto, si consideramos dos muestras aleatorias simples:

(X,,..X,) e (Y,..V)
cuyas respectivas funciones de verosimilitud son:

L(X s ooy X,00) = f(X 1y oy x,30) = BY(0)- 1‘] hx)e® &
i=1

[2.28]

L3y, o 92 0) = [0yt 0) = BO)- T] hlye™” 5"
i=1

y podemos obtener la razén de funciones de verosimilitud:

L(Xiy v X U) ll h(x)) Q{HI[E Rm—fl Rm)
L(yg, o Vi =1 h(y)
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Distribucién Sf(x:0) B(#) h(x) Qo) R(x)
I3 . x l_ p
Binomial (1. p) p*(1 —p)—* 1-p 1 In i X
4
. ) n n p
Binomial (n, p) ( )p’(l — Py (1-p)y ( ) In X
X X I=p
Geométrica p(l — p)* p 1 In(l-p) x
) ) ) r+x—1 r+x—1
Binomial negativa . p(1—p* r " In(l —p) x
2 1
Poisson 2 e’ — In /. X
x! x!
Normal (0, o) L, : 1 ' 2
ormal (0, o e _ s "
G VE o/2n 20°
1 e 1 o &
Normal (g, 1) —_e 2 —g 2 e 1 I X
\/21?. 2
a’ . a® .
Gamma i ) Xt -a X
[(p) I(p)
Exponencial ae” ™ a 1 ~a X

que serd independiente de 0, si y solamente si:

R(y)

I =

Y R(x)=
i=1 i

y por tanto el estadistico
Nxy, -y X,) = Y. R(x)
i=1

serd un estadistico minimal suficiente.

L}
Veamos ahora que este estadistico mfnimal suficiente, Y R(x;), tiene una
i=1
distribucién que pertenece a la familia exponencial. La demostracion la hare-
mos sélo para el caso discreto, pues en el caso continuo se tendria que hacer

una transformacién de una integral miltiple.
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La funcién de probabilidad para el estadistico

Nxyy oy X,) = Y. R(x)
i=1

serd:
KT 0) = P( Z R(x;) = r) - Z PX,=x,..X,=x,)
i=1 I Rix)
- Q16)- Rix;) i Rix)
= B"() h(x;)-e P
iRE}—': il‘:[l

= b(0)H(1)e'?”

en donde

WO =B0) y HO= Y [] hx)

ER(x)=t i=1

Luego P(T;0) pertenece a la familia exponencial de distribuciones.

Andlogamente podemos hacer la extension al caso de k-pardmetros.

Definicion 2.18. Familia exponencial de distribuciones k-paramétrica.

Diremos que una familia de distribuciones es exponencial k-paramé-
trica si estd formada por todas aquellas distribuciones cuyas funciones de
cuantia o de densidad, se expresan de la siguiente forma:

f(x; Bl.‘ e Ok) = 3{91' i, Hk)h(x)eg1wl'-‘"lmli-ﬂ"’"""anf’:--ﬁxm.(l’] [2_28]
donde:

1. B, ..,0,)y Qb .. 6, son funciones reales de 0,...0,.

2. h(x) y R(x) son funciones reales de x.

De manera andloga al caso uniparamétrico aqui se tiene que el estadistico
k-dimensional

( R(x), s ¥ R,,(x[-))
i=1

i=1

es minimal suficiente para la familia.
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Ejemplo 2.18

La distribucién N(u, o) pertenece a la familia exponencial de distribuciones
bi-paramétricas.

Solucion:
Sabemos que la funcién de densidad de la N(y, o) es

1x = u)?

y haciendo:

1 _t
By, o) = —=e ¥  h(x)=1
o./2n
1 2
Q,(p, o) = — 797 Ri(x)=x
u
Q,(p, 0) = o2 R,y(x) = x

se tiene la forma de la expresién [2.29].

2.5. ESTIMADOR INVARIANTE

Al estudiar la suficiencia y la completitud empleibamos la propiedad de
insesgadez para reducir la clase de estimadores, con la esperanza de obtener un
estimador de varianza minima dentro de esa clase reducida de estimadores
insesgados. Ahora introducimos, como propiedad alternativa la invarianza, que
puede ser utilizada para restringir la clase de estimadores.

Para introducir el concepto de invarianza consideramos, por ejemplo, un
experimento que consiste en medir la velocidad de varios coches. Entonces un
estimador obtenido para la velocidad expresada en millas por hora debe de
corresponderse con el estimador obtenido utilizando como unidad de medida,
kilémetro por hora, y de esta manera ¢l procedimiento estadistico de estimacién
puntual debe de ser tal que el estimador que se utilice sea invariante frente a
cambios de escala, es decir, el estimador serd independiente de la escala de medida.
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Definicion 2.18. Estimador invariante.

Diremos que un estimador 0 es invariante, si se verifica que el estima-
dor de una funcién del pardmetro 6, es igual a la funcién del estimador
del pardmetro, es decir cuando se verifica que:

(7(0) = 1(6)

En realidad deberiamos hablar de método de estimaciéon invariante,
pues realmente es el método de estimacién lo que permanece invariante
frente a una transformacion.

Asi, por ejemplo, si el estimador de la varianza poblacional ¢2 es la varian-
za muestral S, entonces si el estimador (mds correctamente, si el método de
estimacion) fuera invariante deberia de suceder que el estimador de la desvia-
cién tipica poblacional a, deberia ser la desviacién tipica muestral S. Es decir,
si el estimador de la varianza poblacional es invariante:

gt=§2
entonces deberia suceder que
G=35§

Estudiaremos cuatro tipos de invarianzas o de estimadores invariantes:

e Estimador invariante a cambios de origen.

e Estimador invariante a cambios de escala.

e Estimador invariante a cambios de origen y de escala.

e Estimador invariante a permutaciones.

Definicién 2.19. Estimador invariante a cambio de origen.

_ Sea una muestra aleatoria de tamafio n, (X, .., X,) y un estimador
(X, .., X,) del pardmetro 0, entonces si realizamos un cambio de origen
en los datos de la muestra, por ejemplo sumando una constante «, la
muestra se transforma en (X, + k, ..., X, + k), y diremos que el estima-
dor 0 es invariante a cambios de origen o de localizacién si y solamente si
se verifica que:

OX, +x . X, +K)=0X,, .. X,), VeeR

es decir, ¢l estimador es el mismo para los datos transformados.
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Ejemplo 2.19

Estudiar si son o no invariantes frente a cambios de origen los siguientes
estimadores:

. La media muestral X,

2. La varianza muestral,

3. La desviacién tipica muestral.

Y, + Y,

2

4. El estadistico , siendo

Y, = min (X, ..., X,)
Y, =mix (X,, ..., X,)
5. El coeficiente de correlacién lineal.
Solucion:
1. Se trata del estimador:

KXy, .. X)=X

entonces:

Y (X +x) Z X;
X, + x, ., X, +x) =" ey

+ K
n n

=X +k
#0(X,, .. X)=X
Luego no es invariante.

2. El estimador es:
e 1 L _
X,y n X,)=82=—Y (X; - X)?
n—1.3
entonces

(X,-+x—f—h')z

[+1=

X, + K, n X, + K)

1
fn—F

]

1
= §2
=0X,, .. X,)

Luego es invariante.
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3. Andlogamente el estimador desviacién tipica muestral también es inva-
riante, por serlo S2.

4. El estimador es:

- min(X,, .., X,) + mix(X,, .., X,)

X, ..X, 5

entonces:

min(X, +x, .., X, +x)+mix (X, + k .., X, + k)

Xy + Ky oy X, + K) = 5

- min(X,, .., X,)+ x+mix(X,, .., X,)+ kK
a 2

B min(X,, .., X,) + mix(X,, .., X,)
a 2

+ K

=0(X,, .. X,)+K

s min (X,, .., X,) + mix(X,, .., X,
#HX,, s X)= ! g 4 )

Luego no es invariante.

5. El coeficiente de correlacién lineal si que es invariante frente a cambios
de origen, en efecto:

{;(Xl + 1 iy X Ay ¥y 0 iy Bk K=

L = -

- L X+ ) = (X R+ )~ (F+ K]
_ =1
; 5.5

1 = _ _

- L (X=X -

SxSy

= WX s s X ¥y oor V)
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2.6. ESTIMADOR ROBUSTO

Diremos que un procedimiento estadistico es robusto si su comportamiento
es relativamente insensible a desviaciones de las hipétesis iniciales sobre las
que se habia planteado el procedimiento. En la dltima década ha sido muy
significativo el interés mostrado por los investigadores sobre la robustez tanto
de los procedimientos de estimacién como de los contrastes de hipétesis.

Es frecuente considerar que una variable aleatoria X tiene una cierta fun-
cién de distribucién F(x; 0), siendo # el pardmetro que pretendemos estimar
con ¢l estimador 0(X ,, .., X,), cuya correspondiente distribucién muestral serd
G(x; 0)). Pero en la realidad puede suceder que la funcién de distribucién de la
variable aleatoria X no sea la considerada sino que puede ser otra diferente
F,(x; 0) y en consecuencia la distribucién muestral del estimador seria G ,(x; 0)
distinta de la anterior. Entonces si la diferencia existente entre ambas distribu-
ciones muestrales del estimador, G(x; 6) y G,(x; 0), no son muy significativas y
el procedimiento estadistico utilizado es insensible a estos cambios, se dice que
este procedimiento estadistico es robusto y en consecuencia el estimador es
robusto.

Definicion 2.23. Estimador robusto.

Diremos que un estimador es robusto cuando pequefios cambios en
las hipétesis de partida del procedimiento de estimacién considerado no
producen variaciones significativas en los resultados obtenidos.

Por ejemplo, en una distribucién N(u, o) al estudiar la distribucién de la
media muestral veiamos que si no se conoce la varianza poblacional re-
curriamos a la distribucién t-Student, mediante el estadistico:

de manera que pequefas variaciones en la distribucién N(x, ) no producirdn
cambios sustanciales en los procedimientos estadisticos basados en ¢l es-
tadistico t-Student con n — 1 grados de libertad, cuando n es relativamente
grande, ya que estos procedimientos estadisticos son robustos.



Capitulo 3
METODOS DE OBTENCION DE ESTIMADORES

3.1. INTRODUCCION

En el capitulo anterior hemos estudiado las propiedades deseables de un
buen estimador (insesgadez, consistencia, eficiencia, etc.), en el contexto de la
estimacién puntual, y ahora se nos presenta ¢l problema de como obtener
estimadores y ademds que sean buenos. Para ello, en este capitulo, daremos
varios métodos de obtencién de estimadores y veremos que propiedades cum-
plen los estimadores obtenidos por los diferentes métodos, de tal manera que
la bondad o valia de un método de estimacion se deduce de las propiedades
que verifiquen los estimadores obtenidos por dicho método.

Los métodos que estudiaremos son:

¢ El método de los momentos.

¢ El método de la mdxima verosimilitud.
¢ El método de la minima y?.

e El método de los minimos cuadrados.

32. EL METODO DE LOS MOMENTOS

Fue introducido por K. Pearson y es el método general mds antiguo y
sencillo para la obtencién de estimadores de pardmetros poblacionales. En
algunas ocasiones se suele utilizar para obtener una primera aproximacién de
los estimadores.
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Este método consiste en igualar tantos momentos muestrales como pari-
metros haya que estimar, a los correspondientes momentos poblacionales, que
son funciones de los pardmetros desconocidos, y resolviendo el sistema de
ecuaciones resultante tendriamos los estimadores de los pardmetros'.

Veamos ahora, de manera formal, como se desarrolla este método.

Sea una poblacién con funcién de probabilidad P(x;: 6, .., 6,) o con fun-
cién de densidad f(x; 0,, ..., 0,), segiin que se trate de una distribucién de tipo
discreto o de tipo continuo, respectivamente, en las cuales aparecen k pardme-
tros desconocidos que pretendemos estimar con la ayuda de una muestra alea-
toria de tamaiio n, (X,, .., X,). Designamos por 2,, .., % los k-primeros mo-
mentos respecto al origen de la poblacién:

Z x} PX =x)= Z x! P(x; 0y, ., 0,), caso discreto
a{j ({]’. i gk) — lj; i=1 j — 1. widy k.
'[ xI f(x; 0y, ... 0,) dx, caso continuo
En general «;, serd una funcién de los k-pardmetros 0, ..., O,
(04, o 00, j=1, . k

Ahora, consideremos la muestra aleatoria (X,, .., X,) de la poblacién y
calculemos los k-primeros momentos respecto al origen, a,, ..., a; para estas
observaciones muestrales, que son:

Xi X3

n Xi n n
a, =Yy Lo 4= Y — e =) —
i=1 i

-

Igualando los k primeros momentos poblacionales, «;, a los correspondien-
tes momentos muestrales, a;, tenemos un sistema de k ecuaciones con k-incég-
nitas 0,, ..., 0

% (0, .. 6,)=a, [3.1]

" K. Pearson, para desarrollar este método se basd en el teorema de Khintchine, ¢l cual asegura,
bajo condiciones muy generales, la convergencia en probabilidad de los momentos muestrales
respecto a los correspondientes momentos poblacionales.
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y resolviendo este sistema tendremos las soluciones:

B, .. B

que son los estimadores de los pardmetros 0, ..., 0,.

3.2.1. PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES OBTENIDOS
POR EL METODO DE LOS MOMENTOS

I. Insesgadez

Si los pardmetros desconocidos y que pretendemos estimar son momen-
tos poblacionales (la media de la distribucién normal, el pardmetro p de
la distribucién de Bernoulli, el pardmetro Z de la distribucién de Poisson,
etc.), entonces los estimadores obtenidos por este método son insesgados.

Demostracion:

Puesto que los pardmetros a estimar son momentos poblacionales respecto
al origen, o, tendremos para una muestra aleatoria (X, .., X,) que:

A l <
\2’*:({!:_‘ZX{, jzl,....‘k
n i=1
Tomando valores esperados resulta que:

E[8] = E[l 5 —}

Luego vemos que son estimadores insesgados.
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I1. Consistencia

Bajo condiciones bastante generales los estimadores obtenidos por
este método son consistentes.

Aunque no haremos la demostracién, daremos algin detalle mds de esta
propiedad; considerando el caso de dos pardmetros, pero que se puede genera-
lizar a k pardmetros.

Sea una poblacién que depende de dos pardmetros desconocidos 0, y 0,,
entonces se demuestra® que:

«Los momentos muestrales a, y a, son estimadores consistentes de los
respectivos momentos poblacionales o, y a,».

I11. Normalidad asintética

Si los pardmetros desconocidos y que pretendemos estimar son los
momentos poblacionales, entonces los estimadores obtenidos serdn
asintoticamente normales.

Demostracidn:

Como los pardmetros a estimar son los momentos poblacionales, o, que
para una muestra aleatoria simple (X, ..., X,) son:

n XJ
A i
a=a;= =3
2 e ,;n
X{ Xﬂ
=— 4 +es + —
n n

’ Teniendo en cuenta el teorema de Khintchine.

También hemos de tener ¢n cuenta el teorema de Slutsky, ya que entonces se puede demostrar
que una funcién de los momentos muestrales es un estimador consistente de los momentos pobla-
cionales.

Sia, y a, son los momentos muestrales, tales que convergen en probabilidad a los respectivos
momentos poblacionales e, y x,, es decir

a; £ o

a, 5o,

y siendo f(a,. a,) una funcién continua en (x,, ¢,) entonces se cumple que f,(a,, a,) es un estimador
consistente de #,(x,, x,), es decir

0, (a,, LA N
Andlogamente 1(ay, a3) ) 1 (24 %)

ézta,. a,) 0, (2, o)
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resultando que el estimador %; = a; se puede expresar como suma de n varia-
j

bles aleatorias Ti—' independientes e idénticamente distribuidas con media y

g| %] -4
n n

x\ 1
Var(— ) = — Var(X))
n n

varianza;

1
= — EL(X] ~ E[X])’]

1 ;
= — E[(X] - 2]

1
=§(“2J_°‘.ﬁ

y la media y la varianza del estimador %, = a;, serd:

n x/
E[a] = E[a;] = E[ Y ?':| = a

i=1

Var(&;) = Var(a;) = Var (i E)

i=1 N

. XN\ o;—a
= Var(—‘) =2
i=1 n n
Luego aplicando el Teorema Central del Limite, para muestras suficien-
temente grandes, tenemos que el estimador &; = a; sigue una distribucién

2

O s — (1
&= a,— N(aj, —’r’?—“i) [3.2]
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o bien que la variable aleatoria

a,— E{a] _ aj— o _ /nla,— ”‘f’__aw(o, 1)

—
\/Var{aj) \/’.tzj % Uy — % n—w

n

En resumen, podemos decir que. en condiciones bastante generales, estos
estimadores son:

e Consistentes,
e Asintoticamente normales.

e En general, no son insesgados, y por tanto no son eficientes.

Fisher, estudiando estos estimadores, observé que no daban un resultado
satisfactorio desde el punto de vista de la eficiencia, por lo que él era partidario
de sustituir este método por el método de mdxima verosimilitud, siempre que
los cdlculos, a que este nuevo método diese lugar, no fueran de gran dificultad.
No obstante y debido a su facilidad prdctica, estos estimadores se emplean
como una primera aproximacién, a partir de la cual, es posible, utilizando
otros métodos para obtener estimadores de mayor eficiencia.

En general este método no suele proporcionar buenos estimadores, pues
como hemos visto, no utiliza la distribucién de la poblacién, sino que sola-
mente se basa en sus momentos y en consecuencia no aprovecha toda la infor-
macién contenida en la muestra, sin embargo el método de la mdxima verosi-
militud si que tiene en cuenta la distribucién de la poblacién, como veremos
después.

Ejemplo 3.1

Sea (X, .., X,) una muestra aleatoria obtenida de una poblacién que sigue
una distribucion de Poisson de pardmetro A, desconocido. Obtener un estima-
dor del pardmetro 4 utilizando el método de los momentos.

Solucidn:

Aplicando el método de los momentos igualaremos el momento de orden
uno, respecto al origen, de la poblacién a,, al momento de orden uno de la
muestra a,.

(4) = E[X] = E x;- P(X =x)

i=1
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a Ax_- i
g B B

=e “4A

i§0 (Xi-1)!
=g 4 ] 2t
=4
" Xi _
Luego igualando
o (4) = a, .

resulta que el estimador por el método de los momentos de 4 es:

Xz X

i
n

Este estimador coincide con el que se obtiene por el método de mdxima
verosimilitud.

Ejemplo 3.2

Sea (X, .., X,) una muestra aleatoria procedente de una B(1, p). Obtener el
estimador del pardmetro p, utilizando el método de los momentos.

Solucion:

Sabemos de la distribucién B(1, p) que la media o momento de orden uno
respecto al origen es:

mm=5mj=§x,mx=n)

=0-PX=0)+1-P(X =1)
=0-(I-p+1-p

=pr
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y el momento de orden uno de la muestra es:
n X
i
a, =y —
i=1 N
Luego igualando ambos momentos resulta:

X,

=

1
n

ﬁ:

n
y si hacemos X = ) X, = nimero de éxitos en las n prucbas:

i=1

P=;

Este estimador, como veremos después, es también el estimador obtenido
por el método de la mdxima verosimilitud.

Ejemplo 3.3

Sea (X,, .., X,) una muestra aleatoria procedente de una poblacién con
distribucién I'(p, a). Obtener los estimadores de p y de a utilizando el método
de los momentos.

Solucion:
Sabemos que el momento de orden r respecto al origen en la I'(p, a) viene
dado por:
Iip+r
a I'(p)

o, = E[X"] =

Luego los dos primeros momentos de la poblacién, respecto al origen se-
rdn:

I'p+1) p
o, = E[X] = a 1) R =
o = Bt = 2D _ 0 e

a* T(p)  a
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y los dos primeros momentos muestrales son:

™=

X;

-
[}

=
]

]
-

a2=
n

Igualando ambos momentos tenemos el sistema:

X;
p — i=1
P
a(p, @) = al} n ?
2
wea=al T gy, 5K
p - . = azJ

Resolviendo el sistema para p y a, pero utilizando previamente a, y a,,
tenemos:

ay=df 1 & o5 [ & :
= | ¢ 0 (o
n i§| ‘ (” Ji\:l %
/\72
=1 =
- Y (X;— Xy
ni=
1
= X
. a4 nig:i f
a= 2_1 n | 2
a; — & 2
— X —— =
h f=Zl i (” :'=ZI Xﬁ)
X

1 » =
; Z (X;"X)z

que son los estimadores de p y de a obtenidos por el método de los momentos.
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Ejemplo 3.4

Sea una muestra aleatoria formada por las observaciones (1,2; 2,6; 4,4; 3.4;
0,6; 2,2) procedente de una poblacién cuya funcién de densidad es:

", 0<x<d
0 , en el resto

ﬂﬂ={

Estimar el pardmetro ¢ por el método de los momentos.

Solucion:

Para aplicar el método de los momentos tendremos que calcular los mo-
mentos de orden uno, respecto al origen, tanto para la poblacién como para la
muestra ¢ igualarlos; con lo cual tendremos:

]

a, = E[X] =J x-0"1dx

0

ST 12426+44+34+06+22
a'=n= 6
144
6
=24

Luego resolviendod la ecuacién:
$a 24
2 T

tendremos el estimador f del pardmetro 0 por el método de los momentos, que
serd:
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Ejemplo 3.5

Sea una poblacién cuya distribucién de probabilidad viene dada por

1
5 (1—-0) x= -1
P(X = x) 1 =0
1
=1 x=1
k2
en donde 0 < 0 < 1.
Utilizando una muestra aleatoria simple (X, .., X,).

1. Obtener un estimador del pardmetro () por el método de los momentos.
2. Comprobar si es insesgado.
3. Comprobar si es consistente.

Solucion:

1. El momento de orden uno respecto al origen en la poblacién es:

3
'xI:E{X]:ZXr'P(X:xE)

- -a+0iirty

=(~D5 -0+ 05+1-3

_g-1
B 2

El momento muestral de orden uno serd:

™=

X;

I

1
n

a==

Igualando ambos momentos tenemos:
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luego

=
| =

es el estimador obtenido por el método de los momentos.

2. Veamos si es insesgado

Luego en este caso el estimador 6 obtenido por el método de los momentos
es insesgado.

3. Para ver si es consistente, tendremos en cuenta la definicién 2.8 y la
expresién [2.18]. Asi pues probaremos que

lim P(0, - 0l <¢&) =1

n-=*on

o bien
P[0, -0/ <&] - 1

y como el estimador es insesgado
0 = E[0]
nos queda:

P[0 — E[0]| < e]—1
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Teniendo en cuenta una de las expresiones de la desigualdad de Chebychev
tenemos:

]

Var[f?}

EZ

P10 — E[0] <€]>1—

Ahora bien

- 1
Var (0) = Var (al + 5)

= Var| = Jrl
n 2
1 n
=Vdr(— b3 X,)
ni=1
1
= — Var(X)
n

Sustituyendo en la expresién de la desigualdad de Chebycheu tenemos:

Var(X) ]

ne new

P[0 — E[0] <] =1 —

ya que Var(X), al ser un valor fijo, no depende de n.
Luego

P[|§—8|<5]n?|l

y por tanto el estimador 0 es consistente.

33. METODO DE LA MAXIMA VEROSIMILITUD

Es desde el punto de vista tedrico, el método general de estimacién mds
conocido. Este método ya fue utilizado por Gauss, en casos particulares, pero
como método de estimacién fue introducido por Fisher 1922, siendo muy im-
portantes las contribuciones realizadas por otros autores en su desarrollo pos-
terior.
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Consideramos una muestra aleatoria simple (X, ... X,) procedente de una
poblacién con funcién de probabilidad P(x;; 0) o con funcién de densidad f(x;
0), donde 0 es un pardmetro desconocido que toma valores en ¢l espacio para-
métrico Q, 0 € Q.°

Para una muestra aleatoria (X, .., X,) la funcién de cuantia o la funcién
de densidad conjunta de una muestra aleatoria la indicaremos por:

Sy e Xp 0) = g5 8)y s [l O = l—I J(x;: 0)

Definicion 3.1. Funcién de verosimilitud.

Definimos la funcién de verosimilitud de n variables aletorias como la
funcién de probabilidad o la funcién de densidad conjunta de las n-
variables.

L(x; 0) = L(x{, vy X 0) = f(Xyy ey X5 0)

Para una muestra aleatoria simple (X, .., X,), al ser independientes
las observaciones, la funcién de verosimilitud quedard como:

L 0) = L(%y, s X O) = f(%y5 0o %3 O) = ﬁ flxz 0) [3.3]

i=1

Vemos que la funcién de verosimilitud L(x, ..., x,; 8) es funcién de la mues-
tra observada y por tanto serd una funcién aleatoria dependiente del pardme-
tro 0, pues para cada muestra aleatoria tomard un valor.

El valor que toma la funcién de verosimilitud para una muestra dada y
concreta (x,, ..., x,) recibe el nombre de elemento de verosimilitud o verosimili-
tud de la muestra:

Lix 0) = [] f(xi 0)

i=1

y s6lo depende del pardmetro 0, ya que (x,, .., X,) son valores concretos.

' Notaremos, indistintamente, la funcién de probabilidad o la funcién de densidad por f(x; f)
de manera general, si bien cuando estemos en el caso discreto la indicaremos por P(X = x; ) 0
bien P(x; ().

Asf pues cuando digamos que estamos en ¢l caso discreto la funcién de verosimilitud de una
muestra aleatoria serd;

Lx; 0) = Lix,, . X5 0) = P(Xy, .y X3 0) = P(X, = x,, ... X, =Xz 0)=]] Plx; 6)
=1
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Antes de exponer el método de la mdxima verosimilitud, de manera gene-
ral, veamos un ejemplo que nos ilustrard el fundamento a seguir en el método.

Ejemplo 3.6

Sea una urna que contiene bolas blancas y negras, y designamos por p la
probabilidad de extraer bola blanca cuando se realiza una extraccién al azar.
Asociado a este experimento aleatorio tenemos la variable aleatoria X que
puede tomar los valores:

X =1: sila bola extraida es blanca
X = 0: si la bola extraida es negra
y la correspondiente distribucién de probabilidad serd una B(1; p)
X = 3} = (1. —p)} ™%

Seleccionamos una muestra aleatoria (con reemplazamiento) de tamafio
cuatro (X,, X,, X5, X,), siendo X; la variable aleatoria asociada a la extrac-
cién i‘esima, y suponemos que ha resultado la siguiente realizacién (B, B, N, B).

Como el pardmetro p es desconocido, pretendemos saber, entre los valores,
p=0,65 p=0,73 y p= 0,82 qué valor hace mds probable la aparicién de la
muestra (B, B, N, B).

Solucién:

Como la muestra seleccionada ha resultado ser:
(B. B, N, B)

y la seleccién es aleatoria simple, es decir las extracciones son independientes,
entonces la probabilidadd de aparicién de esta muestra ser4:

P(B, B, N, B)= P(Bn B~ N n B)
= P(B)- P(B)- P(N)- P(B)
= PP = PP
=pl —p)

Pero como nos interesa saber, cudl de los tres valores de p considerados
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hace mds probable la aparicién de la muestra (B, B, N, B), tendremos que
calcular la P(B, B, N, B) para p = 0,65, p= 0,73 y p = 0,82

para p = 0,65, P(B, B, N, B; p) = (0,65)-(0,35) = 0,0961
para p = 0,73, P(B, B, N, B; p) = (0,73)*:(0.27) = 0,1050
para p = 0,82, P(B, B, N, B; p) = (0,82)*-(0,18) = 0,0992

Lo cual nos dice que la aparicién de la muestra (B, B, N, B) es mds proba-
ble cuando el pardmetro poblacional p = 0,73 que para los otros dos valores,
con lo cual admitimos que la poblacién de partida es B(l; 0,73), con mds
seguridad que p = 0,65 o p = 0,82. Ademds, observamos que este resultado
estd de acuerdo con el sentido comiin, pues si p = 0,73, nos dice que aproxima-
damente casi 3/4 de bolas son blancas y algo mds de 1/4 son negras, siendo por
tanto esta composicion (este valor de p) la que hace mds verosimil la aparicién
de la muestra (B, B, N, B), entre las consideradas.

Si ahora consideramos la muestra aleatoria simple (X, X ,, X5, X,), como
las variables aleatorias X; son independientes y toman los valores 0 o 1 con
distribucién B(1; p), resulta que la distribucién de probabilidad asociada a
cada X, serdn:

P(xy; p) = PX = x))=p(1 —p) ™™ ; x;=0,1
P(xy; p) = P(X = x;) = p™(1 = p)' "™ ; x;=0,1
P(xy; p) = P(X = x3) = p™(1 — p)' ™™ x3=0,1
P(xy; p) = P(X = x,) = p™(1 — p)* ™™ ; x,=0,1

y la funcién de verosimilitud serd:

4
LAxy, X3y X3y X435 P) = l_[ P(x; p)
i=1

T px‘{l - p)l-x,'pxl(l R P}I —x,'px.(l s p)l -x,_px,“ -p:l-.n

— px‘+x:+x,+x‘(l o p)4—(x,+x,+x,+.:d]

x;=01 ; i=1,223,4
Para la muestra (B, B, N, B) el valor que toma la funcién de verosimilitud,
es decir el elemento de verosimilitud de p, serd:

- ] L AL 4=(1+14+0+1
Li%s, %0 X B Py =" T TITH gt !

=p*(1 —p)
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y hemos elegido como estimacién del pardmetro p aquel valor (entre los tres
que estabamos considerando) que hace mdximo el elemento de verosimilitud o
simplemente la verosimilitud de la muestra (B, B, N, B).

Por tanto, en general poemos dar la siguiente definicién:

Definicion 3.2. Método de la mdxima verosimilitud.

El método de la méxima verosimilitud consiste en elegir como estima-
dor del pardmetro desconocido @ aquel valor 0(X |, ..., X,) que hace méxi-
ma la funcién de yerosimilitud L(x,, ..., x,; 0). Es decir, consiste en encon-
trar aquel valor 6(X |, ..., X,) tal que

L(x,, o X,; 0) = médx L(x,. ... x,; 0) [3.4]

fe )

A este estimador ((X ,, ... X,) se le llama estimador m#ximo-verosimil
o estimador de maxima verosimilitud (EMV) del pardmetro 6.

Continuando con la interpretacién instuitiva del ejemplo 3.6, y si conside-
ramos sélo el caso discreto, vemos que la funcién de verosimilitud de la mues-
tra serd:

L(xy, .., X3 ) = P(X, = x4, ..., X,=x,;0)= ][] P(x; 0) [3.5]

i=1

y para una muestra concreta esta expresién dependerd sé6lo de 6, por eso tam-
bién podriamos haberla notado poniendo L(6). Entonces el método de la maxi-
ma verosimilitud lo que hace es elegir aquel valor del pardmetro @ para el cual
la expresién [3.5] es mdxima para la muestra en cuestién, lo cual equivale a
que la muestra considerada es la mds probable, como sucedia en el ejemplo 3.6,
y ademds coincide con el comportamiento légico, siendo ese valor del pardme-
tro 6 el que se hace mds verosimil con la aparicién de la muestra considerada.

En resumen el valor de la funcién de verosimilitud L(x,, ..., x,; f) para una
muestra concreta nos da la verosimilitud o plausibilidad de que el parimetro ¢
tome un cierto valor, tomando como informacién la proporcionada por la
muestra. Asi pues si L(x,, ... x,;: ;) > L(x,, ..., x,; #},) esto nos indica que la
verosimilitud de que el pardmetro 6 tome el valor 6,, es mayor que la verosimi-
litud de que el pardmetro tome el valor 0,, dado que se ha obtenido la muestra
considerada.
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El razonamiento en el caso continuo es igual. A partir de ahora para todas
las consideraciones tedricas que haremos nos referiremos al caso continuo,
salvo que hagamos la especificacién expresa del caso discreto.

Hemos dicho que el estimador de médxima verosimilitud viene dado por el
valor 0 tal que:

L(xy, oy X0 z‘j) = max L(x,, ..., X,; 0)
fe 2

Pero con frecuencia la funcién de verosimilitud L(x,, .., x,; ) suele
ser complicada, y al ser esta funcién positiva y coincidir los mdximos de
L(x,, ..., x,; 0) con los de la funcién In L(x,, .., x,; 0)°, entonces lo que se hace es
considerar la funcién:

In L(xy, oy X3 0) =1In f(xy, oy X, 0)= Y In f(x;; 0) [3.6]

y el estimador de mdxima verosimilitud, 0, serd el que verifique la expresion:

In L(X,, ., X,; 0) = max In L(x,, ., x,; 0) = mdx Y In f(x; 0) [3.7]

Be ) fed i=1

que vendra dado por la solucién de la ecuacién de verosimilitud®:

dInL(x,, ., x,; 0) 2 2lnf(x; 0)

a0 - o0 2 [3:8]

este estimador 0 = 0(X ,, ..., X,) serd funcién de las observaciones muestrales, y
prescindimos de aquellas soluciones que den lugar a que el estimador fuera
igual a una constante.

Si la funcién de densidad o de cuantia de la poblacién depende de k pard-
metros, f(x; 6,, .., 6,), entonces los estimadores mdximo-verosimiles de estos

* Pues como la funcién In es una funcién mondtona creciente, ambas funciones L y In L
tomardn sus mdximos en el mismo punto.

* Admitimos las siguientes condiciones de regularidad: que el campo de variacién de 0 es un
intervalo abierto del eje real, que el campo de variacién de la variable aleatoria poblacional no
depende dze i, que f(x, 0) es positiva y derivable respecto a f/ y que se verifica la condicién de

<0

)= 1

o

maximo
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pardmetros se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones de verosimili-
tud en 0, ..., 0,

dlnL(x,, .., x,; 0, ... Hk_)_ dln f(x; 04, .., ka)_

20, T 26,
.................................................................................................................... [3.9]
dlnL(x,, ... x; 0y, .., Uk}= E": din f(x; 0,, ... 0) ~0
26, 26,

y tendriamos:

que serfan los estimadores de mdxima verosimilitud de los pardmetros (0,, .., 0,).

Cualquier solucién no trivial de las ecuaciones [3.8] o [3.9] serd un estima-
dor de mdxima verosimilitud. Ahora bien si la solucién es tnica diremos que se
trata de un estimador de maxima verosimilitud en sentido estricto, dando lugar
al mdximo absoluto de la funcién de verosimilitud. Sin embargo, cuando hay
mds de una solucién (no incluimos la trivial) entonces diremos que tenemos
estimadores de maxima verosimilitud en sentido amplio.

Generalmente la ecuacién o sistema de ecuaciones de verosimilitud se pue-
de resolver sin grandes dificultades, no obstante en algunas ocasiones hay que
recurrir a métodos iterativos de cdlculo numérico.

Ejemplo 3.7

Sea una poblacién distribuida segin una B(10, p). Obtener el estimador de
mdxima verosimilitud utilizando una muestra aleatoria (X ,, X,, X5, X,).

Solucion:

Obtendremos el estimador de mdxima verosimilitud para el pardmetro p,
resolviendo la ecuacién:

6lnL{xl, Xy, X3, Xy, P)_
ap -

0
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y para ello calculamos:

4
L(x,, X5 X3, Xgi p) = || P(x;; p)
i=1

10 10
. X — 0 e Xa — 10 - x,
(xl)p (1—p) (XA)p (1 —=p

410\ v« '
=1 ( _ )p*-zl 1-p" &
i=1 \Xi

4

4
)—i— Y x;(Inp)+ (40 — Y x)In (1 — p)
i=1

i=1

10
X

4
In L(x,, X5, X3, X3 p) = Y In (
i=1

4 4

611’1“.-\'1. xl’ x_]» x4; p)z i=1 . i=1 —_ 0
dp p I1=p

4 a4
(1-p) Y x;i—pd0— 3 x)=0
i=1 i=1

que serd el estimador de mdxima verosimilitud, o lo que es lo mismo, es el
valor del pardmetro p que hace mdxima la funcién de verosimilitud para esta
muestra concreta. Pero como para cualquier otra muestra llegariamos al mis-
mo tipo de estimacidn, entonces podemos considerar que el estimador serd:

X

m
M-

"“.ljlv
:

Ejemplo 3.8

Sea (X, .., X,) una muestra aleatoria simple procedente de una poblacién
B(1, p), en donde p es desconocido. Obtener el estimador de mdxima verosimi-
litud del pardmetro p.
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Solucién:
Sabemos que la funcién de probabilidad es:
P(x;p)=p9(1 —p' ™™ x,=01, i=1.,n

La funcién de verosimilitud es:

L(x,, .. X3 P) = P(xXy, ... x5 p) = [] P(x; p)
i=1

L3

=p= (1-p)

El In L viene dado por:

InL(xy, ... X2 p) = (

1=
=
o P
=)
~
+
o
]
|
™M=
R
—
=
|
=

[}
[

OInL(xy, oy Xy P) _ ‘_:Z] X; . n— a; x; . 2:1 X;—np .
% P 1-p p(l —p)
i X H 0 A l'gi XE X =
- — == = L N
=1 g P n P

2

a
Calculando la tenemos:

ap?

0*InL(x,, .., x,; p) a ;1 X n= Y %
op’ p?
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y particularmente para p = x, se tiene:

A InL(x,, .., x,; p) n n
: = =[l=7%F = 0
ap* (x 1 - x) =

con lo cual podemos decir que se trata de un médximo. Luego ¢l estimador de
mdxima verosimilitud es

. - X

— ‘x —

i n

Ejemplo 3.9

Sea una poblacién N(20, o), en donde ¢ es desconocida. Con la ayuda de
una muestra aleatoria de tamaifio n, obtener:

1. El estimador de mdxima verosimilitud de 2.
30

para n=30 y )

i=1

2. El estimador de mdxima verosimilitud de o2

(x; — 20)* = 3.000
Solucién:
1. Tenemos que resolver la ecuacion:

OmLxy; .y X5 &%)
da?

y para ello calculamos:

n

By %5 0% = || 105 03

i=1

n 1 _l-‘. 202
. e 2 az
i=1 0 /21
" _i (x, — 200
= L E{,’- 2qt
o?2n
W i Z (x; — 20)*
In L(xy, ..y X, 0%) = — 2 In (a?) — 2 In (2n) - = 207
(x; — 20)2
L N I L »

da? 202 204
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de donde se tiene

¢*=
pudiendo comprobarse que es un mdximo y por tanto serd el estimador de
mdxima verosimilitud®.

2. Con la informacién complementaria que tenemos, el estimador de mdxi-
ma verosimilitud sera:

30
- 2
7= 30 30

Observemos que no se¢ trata de una varianza muestral pues el valor u = 20
se refiere a la media de la poblacién y no a la media de la muestra.

Ejemplo 3.10

Una compaiiia de seguros, después de analizar su fichero de siniestros so-
bre roturas de lunas de establecimientos comerciales, llega a la conclusién de
que el nimero de siniestros mensuales se ajusta a una distribucién de Poisson.
Tomando una muestra aleatoria de 8 meses, se observé que se produjeron 310
siniestros. Obtener una estimacién maximo-verosimil del pardmetro A.

* Observemos que el estimador de mdxima verosimilitud de la varianza poblacional en una
N, @) no es la varianza muestral sino que es:

1.2 .
S*¥=—% (X,—p)?
n;-y

y si la media poblacional no es conocida entonces el estimador de mdxima verosimilitud de la
varianza 67 serd:

§?=-Y (X,— X}
=1

1
ny

Se comprueba que E[S**] = ¢°. En efecto:

1
n

E[S§*1] =£ F\:i (X, - p}z] ::—1 i E[X,— ==Y o*=-ng*=g¢?
i=1 i=1
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Solucién:

La funcién de probabilidad de una distribucién de Poisson de pardmetro A
es:

X

A
Pix; ))=—e™* , A>0
x!

La funcién de verosimilitud para la muestra de tamafio n = 8, es

-

L(X{,y ey Xg3 A) = P(x; 4)

i=1

8 Ix
-1 A_

i=1 X!

=e

B ]
InLixy, oy Xgs )= —82+In 4 Y x,— Y In(x;)
i=1 i=1

g o
2]

AInL(x,, ..., Xg A) Vo
= —8 + =
a4 . y) ¢

Luego la estimacién de mdxima verosimilitud es:

8
2 X
I‘:E=] =

8

-31-1—0—387
8 =y

By
Il
=i

En general en una distribucién de Poisson P(/), se observa que el estimador
mdximo-verosimil del pardmetro 4 es:

S

™=

i=1

n

;t:

=X

y se comprueba que efectivamente se verifica la condicién de mdximo, pues:

62 IIlL{x], b xn; )") _ < 0
ai? A=) % X
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Ejemplo 3.11

Suponiendo que la cotizacién de una determinada accién se distribuye se-
gin una N(y, ), seleccionamos una muestra aleatoria de 20 dias de cotizacién
de esa accién, obteniendo que

20 20
¥ x, = 35700 ptas.; Y (x; — x)* = 40.500
- ~

i=1 i=

Obtener estimadores maximo-verosimiles para u y o, y sus correspondien-
tes estimaciones para la muestra dada.
Solucion:

Como se trata de una poblacién N(u, o), la funcién de densidad es:

(x — )

106 p, 0) = —e
o /2n

La funcién de verosimilitud para la muestra de tamano n es:

L(Xy, coy X s 0) = f(Xy, ooy X s 0) = [] f(x35 1, 0)

=11

n 1 e,
f=

Q
S
| =

oy ¢
1 o) = —nlng -2 ln @1 - — 3 (x4
n L(xl' ey X My U) - nina 5 T{) 20_2 ! (xi u

Derivando respecto a los dos pardmetros u y @ e igualando a cero, se tiene
el siguiente sistema de dos ecuaciones:

OlnL(xy, .., x5 gy 0) 1 2 -
op  a? ,-:Z. b= =4

InL(xy, .y X5 fy ©) n B "
do a a Y (i~ w=0
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De la primera ecuacién tenemos:

e n
Yxi—-w=0 = in:n‘u_ = L= X =%

i=1 i=1

y sustituyendo en la segunda se tiene:

Utilizando la informacién que nos proporciona la muestra resulta que las
estimaciones maximo-verosimiles de los pardmetros u y o son:

20
LN asq00 755 o
B="20 ~ 20 TOOPE

20

—iand
&2—";‘ m =050 _ 5 025 ptas
20 TR

6 = + 45 ptas.

Ejemplo 3.12

Sea (X,, .., X,) una muestra aleatoria de una poblacién que se distribuye
segin una [(p, a), con ambos pardmetros desconocidos. Obtener los estimado-
res médximo-verosimiles.

Solucion:

La funcion de densidad de la distribucién I'(p, a) es:

. a’
flxipay=——x""1e™ | x>0, a>0, p>0

[(p)

" Luego vemos que el estimador de mdxima verosimilitud de la varianza poblacional no es la
varianza muestral S, sino que hay que dividit por n, en lugar de porn — 1,
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La funcién de verosimilitud viene dada por:

Lxy, . X p,a) = || flxip, a)
i=1

a’ a y' X
B m [xl’ = "(ﬂ)P_I € ‘}'

Tomando In en la funcién de verosimilitud tenemos:

In L(xy, . X, py @) =nplna—nlnl'(p)+(p—1) Y} Inx;—a ) x;

i=1 i=1

Derivando respecto de p y de a e igualando a cero, obtenemos las ecuacio-
nes de verosimilitud:

dlnL(x,, ... x,; p, a) n J¢T(p) "
=nlna - ——- + Inx; =0
ap Lp) ep 5
dInl(x,, ..., x,; pa) np
= — = = 0
da a ,-; i

Para resolver este sistema de ecuaciones empezamos obteniendo el pardme-
tro a de la segunda ecuacién:

n n -
L Y x; = a=-— P =L
e |
i=1
y sustituyendo en la primera ecuacién, se tiene:
p n dIp &
- ——_— + | =0
I Tw e T &M

o bien
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Pero la solucién de esta ecuacién hay que obtenerla de manera aproximada
mediante métodos numéricos, y una vez que se tiene este estimador p, el otro se
obtiene fdcilmente.

Ejemplo 3.13

Sea (X, .., X,) una muestra aleatoria procedente de una poblacién unifor-
me, U(0, 0)). Obtener el estimador mdximo-verosimil del pardmetro ().

Solucion:

La funcién de densidad de la U(0, 0) es:

—

para 0<x</0

fx)=40 "
0

, en el resto

Observemos que aqui no se verifica la condicién de que el campo de varia-
cién de la variable X sea independiente del pardmetro 6.

La funcién de verosimilitud ser4;

N
=

L(xy, vy x5 0) =3 f(x;0) =

1 .
= S
& e
tomando In se tiene:

In Lix,, ..., x,; )= —nlnf

derivando respecto ) e igualando cero resulta:

dInL(x,, .., x,; 0)_ n

20 =970

y no existe ningiin valor de @ para el cual la derivada de la funcién de verosimi-
litud es igual a cero, pues ¢l tnico valor seria 6 = infinito, pero esto no es
posible pues entonces f(x) =0, ¥ x.

Luego vemos que en este caso no podemos aplicar el proceso anterior de
derivar el In de la funcién de verosimilitud, y sin embargo si podemos encon-
trar el estimador de mdxima verosimilitud; en efecto:

maximizar L(x,, ..., X, ) ~ minimizar 6
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pero el minimo valor de 0 serd superior al max {x,} que serd el valor de x que

mds se aproxime a 0

max {x;}

i I L i i i [l i
¥ T L L] L L] T L

0 0

Luego el estimador mdximo-verosimil de 6 serd: 0 = méx {x;}

Ejemplo 3.14
Dada una poblacién cuya funcién de densidad es:

1+0)x* , 0<x<l1
x; 0)=
J(x: 6) {0 , en el resto
y una muestra aleatoria (X, ..., X,).

Comprobar que el estimador del pardmetro 0 obtenido por el método de
los momentos no coincide con el estimador mdaximo-verosimil.

Solucion:

Para obtener el estimador por el método de los momentos obtenemos el
momento de orden uno respecto al origen de la poblacién y lo igualamos al
momento de orden uno de la muestra

1

o, = E[X] ='[ x-(1+ 0) x? dx
(1]

1
=J. (1+0)x'*?dx
0
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Igualando ambos momentos, tenemos:

2+0 X -1
que es el estimador obtenido por el método de los momentos.

Para obtener el estimador madximo-verosimil procedemos como sigue

I, - = f(Xy, e X, 0) = n S(x;; 0)

=(1+6) x§ - (1+0)x°

= (1 + 0y (1‘]1 )

InL(x), ... x; ) =nIn (1 +6)+ 06 Y Inx
i=1

dInI(x,, .., x; 0) _ . -
20 |+n + L g

i=1

y como vemos no tiene porque coincidir con ¢l estimador obtenido por el
método de los momentos.

33.1. PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES DE MAXIMA
VEROSIMILITUD

Bajo condiciones de regularidad bastante generales se cumplen las siguien-
les propiedades:
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1. Consistencia

Los estimadores de mdxima verosimilitud son consistentes, e¢s decir
para ¥V & > 0, se verifica

lim P -0 <e)=1 Y0 [3.10]

n—m

II. Insesgadez

En general los estimadores de mdxima verosimilitud no son insesga-
dos. Pero si no son insesgados entonces son asintoticamente insesgados.

Si el estimador 0 de médxima verosimilitud no es insesgado, como resulta
que si es consistente y verifica la expresién [3.10], entonces el estimador 0
converge al pardmetro 0, y en el limite coincide con su valor medio que es 0,
siendo por tanto asintoticamente insesgado.

I11. Eficiencia

Si existe un estimador eficiente # del pardmetro 6, entonces también
es de mdxima verosimilitud y es dnico. Pero todo estimador de mdxima
verosimilitud no es eficiente.

1V. Eficiencia asintotica

Los estimadores de mdxima verosimilitud son asintoticamente eficientes.

V. Normalidad asintotica

Los estimadores de mdxima verosimilitud son asintoticamente normales.

0 — N8, /Var(0))

en donde Var(f) coincide con la cota de Frechet-Cramer-Rao, es decir:

1

nE[(a lnj:(x; {)))2]
af

Var(0) = [3.11]
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VI. Suficiencia

Si # es un estimador suficiente del pardmetro 0, entonces el estimador
de mdxima verosimilitud de 6, si es tinico, es funcién del estimador sufi-
ciente 6.

VII. Invarianza

Los estimadores médximo-verosimiles son invariantes frente a trans-
formaciones biunivocas. Es decir, si 0 es el estimador de mdxima verosi-
militud del pardmetro 0 y g(f) es una funcién con inversa tinica, entonces
se verifica que g(0), es el estimador de mdxima verosimilitud de g(6).

De las propiedades 1, IV y V se deduce que los estimadores de mdxima v
verosimilitud son estimadores dptimos asintoticamente normales (O.A.N).

Ejemplo 3.15

Sea una poblacién cuya funcién de densidad es:

0~ e 0 , x>0
f(x;0)=
0 . en el resto
y consideremos una muestra aleatoria (X, ..., X,). Se pide
1. Estimador médximo-verosimil del pardmetro 6.
2. Comprobar si es insesgado y consistente.

3. Comprobar si el estimador mdximo-verosimil es eficiente.
Solucién:

1. La funcién de verosimilitud viende dada por:

KXy oy X3 0) = f(%4, vy % 0) = ]_[ flxs: 0)
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El In de la funcién de verosimilitud es:
l n
In L(xy, oy X,5 0) = —nln0 — 7 2 x
i=1

Derivando respecto a e igualando a cero tenemos:

dlnL(x,, .., x,; 0)
ao

n 1 =
= — — 4 — ro=
- 02,-;&' 0

Luego el estimador insesgado del pardmetro 0 serd:

3, X
=il _
n

2. Veamos que es insesgado y consistente:

o . 1
Como se trata de una distribucién exponencial de pardmetro 9’ sabemos

que:
E[X]=10
Var(X) = 6?
Luego
E[f] = E[X] = E[X] =0

Var(}('}_ﬂ_2

Var(0) = Var(X) =

n n

Cuando n — oo, entonces la Var(@) — 0 y como el estimador 0 es insesgado,
resulta que efectivamente el estimador de mdaxima verosimilitudd es consisten-
te, pues el sesgo es nulo y la varianza tiende a cero cuando n tiende a infinito.
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3. Para probar la eficiencia, tendremos que probar que la varianza del
estimador coincide con la cota de Frechet-Cramer-Rao, es decir que,

1
dInf(x; O))
E[ o0 :|
1

dinf(x: 0)
"E[ 20 }

Inf(x; 8) = —1In# —E, x>0

Var(ﬁ) =

o bien

Var () =

0
dlnf(x; 0) 1 x )
B A
2 Inf(x; 0) 1 2x
Tt g e X0
2 1nf(x; 0) 12X
E[Taz ]— E[? F]
| 2
B
_1_2
02 0
o2 1
I/ E
Asi la cota de Freschet-Cramer-Rao serd:
1 1 0?

I R0 I N
= 20? "(32)

que coincide con la Var(ﬁ), siendo por tanto el estimador de madxima verosimi-
litud para este ejemplo eficiente.
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34. METODO DE LA MINIMA

Se trata de un método general para la obtencién de estimadores puntuales,
es de menos aplicacién que el método de los momentos y que el método de la
mdxima verosimilitud, y se aplica sélo cuando hay una gran cantidad de datos
tanto en distribuciones discretas como en distribuciones continuas pero con
datos agrupados.

Veamos en que consiste este método de estimacién:

Supongamos una poblacién representada por la variable aleatoria X cuya
funcién de probabilidad p(x; 0,, ... 6,), depende de k pardmetros 0,, ..., 0, desco-
nocidos, y el campo de variacién de la variable aleatoria X de la poblacién lo
suponemos dividido en r subconjuntos excluyentes S, ..., S,, asociando a cada
uno de ellos las probabilidades p,, ..., p, respectivamente, es decir:

p0y, . 0)=PS)=PX€S)>0, Y p,=1

i=1

Para estimar los pardmetros desconocidos 1, ..., 0, tomamos una muestra
aleatoria de tamafo n, cuyas observaciones han sido ordenadas en forma de
distribucién de frecuencias, de tal manera que el nimero de observaciones
que pertenecen a cada uno de los subconjuntos §,. ..., §, serd n,, ..., n,, siendo

r
Y n; = n. Es decir tendriamos la siguiente distribucién de frecuencias:
i=1

Campo de variacion Frecuencias absolutas Frecuencia relativa
X n,; n,/n
Sy " ny/n
S, n, n,/n
5",. .ri,, n,‘;’n

n

Seguin la distribucién tedrica de la poblacién, X, a cada subconjunto S, le
corresponde la probabilidad p,(0,, ..., 0,) es decir:

p(0y, .. 0)=PS)=P(X€S) i=1,.,r

y segun las frecuencias observadas en la muestra le corresponde una frecuencia

.o . . N .
relativa —, con lo cual existen unas desviaciones entre ambas distribuciones,
n
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Teniendo en cuenta el principio de los minimos cuadrados utilizaremos como
medida de la desviacién entre ambas distribuciones la expresion:

r ni 2
) CE(TI = piby, 9;()) [3.12]
i=1
y Pearson demostré que si tomamos
n
C _—_—
‘ pi(ol‘ -y 0]()

entonces obtenemos una medida de la desviacién cuyas propiedades son relati-
vamente fdciles y de cierto interés para estudiar la desviacién entre ambas
distribuciones. Asi pues sustituyendo ¢; por su valor en la expresién [3.12], y
designdndola por y?, tenemos:

r 2
5 n n
= —— | — =y i)
‘ Z POy, s 6)) (” G k)

& (g nplly, . 0)
i=1 np; (0, .., 0

[3.13]

|
M ~

r 1
= - BT E  RRE
;:zi (ni . pi(el‘ o Bk)} n Pi(ﬂl.‘ oy gk)

y se demuestra® que este estadistico sigue una distribucién 7, , pues hay k
pardmetros desconocidos.

Entonces el método de la minima y? escoge los estimadores de los pardme-
tros 6, de modo que el estadistico y* dado por la expresién [3.13] sea minimo.

Para minimizar el estadistico 2, tendremos que derivar respecto de
04 = 1, .., k) ¢ igualar a cero:

oy ax ap(0y, -, Oy

a0, ap, a0,

- - _[n;—npf((ll,...,ﬂ,‘)fﬂﬁpi(ﬂ,,...,ﬂ,‘)
‘,.;[ 20 = mp O O T 0,00 | 6,

# Ver CRAMER H. (1963).
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= i[n[ —npffy, o B)  (n, —np0,, ... Hk))z-lﬁzp,{f),, s b)) _ 0
“ T pde,, 0 20 p20,, . 0y 20,
i=1 .k [3.14]

-

y resolviendo este sistema tendriamos los estimadores de minima y?, 6,, ..., 0,,
de los pardmetros desconocidos 6, ..., 0,.

Minimizar la expresién [3.13] presenta dificultades andlogas a las que se
presentan en ¢l método de mdxima verosimilitud, por las complicaciones que
se pueden presentar en la resolucién del sistema.

Los estimadores de minima y? son asintoticamente equivalentes a los esti-
madores de mdxima verosimilitud. Sin embargo cuando n es pequefio no se
puede asegurar nada, pues el estimador de minima y? no tiene porque ser
funcién de estimador suficiente si existe. Generalmente, el estimador de mini-
ma x? es sesgado, y no eficiente.

El sistema [3.14] suele ser complicado de resolver atn en casos sencillos,
sin embargo se puede demostrar que para valores grandes de n la influencia del
segundo término se hace despreciable, quedando el sistema reducido a;

b =0  j=1l..k [3.15]

r n;,— npl0,, .. ﬂk]‘ﬁp,{{)l, s 0)
i=1 pf{@l- Uk) E‘G‘J

facilitindose su resolucién.

Este nuevo método de estimacién obtenido con esta simplificacion recibe el
nombre de método modificado de la minima 2, y por sencillez serd el que
utilizaremos.

Los estimadores obtenidos por ambos métodos son asintoticamente equi-
valentes, y coincide con el estimador obtenido por el método de la mdxima
verosimilitud. En efecto:

El sistema [3.15] equivale a:

om0 )
=1 Pd0ys s 0)) a0,

ya que
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puesto que

Y pd0y, .. ) =1
i=1

Por tanto el sistema [3.16] es equivalente a escribir la ecuacién de verosi-
militud:
AInL(x; 0y, ... 0,)

a0, -0

en donde
LI 01y oy 0) = D201, s 0 PO, o 00)

In L(x; 0y, .., 6,) = n Inp,(0,, .., 6,) + - + nInpl(0,, .. 0)

élnLx; 6y, .., 6)) 1 py(0,, . 0,) .
. o S L sl - S - B
a0, ! pi(0y, -, 6,) O(JJ.
+n,— : apf8y, - 0
pl0,, ..., 0 a0,
4 n, dpl0y, .., 0
— i ’t pl{ 1 k) = 0

- fgi A;Ji(eli iy Ok) E[}J
i=L..k

y de aqui obtendriamos los estimadores madximo-verosimiles.

3.5. ESTIMADORES LINEALES INSESGADOS

Diremos que un estimados es lineal si tiene la forma

.

0=a,X,+ - +aX,

donde los coeficientes g, toman diferentes valores segiin los pardmetros a estimar.

Llamaremos clase de los estimadores lineales insesgados de una cierta fun-
cién ¢g(f) a la familia de todos los estimadores insesgados de ¢(f)) que son
funciones lineales de las observaciones muestrales.

Con frecuencia nos interesa saber si entre la clase de todos los estimadores
lineales insesgados existe uno que tenga varianza minima, y a ese estimador le
llamaremos estimador lineal insesgado de minima varianza,
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En la prictica se suele llamar estimador lineal insesgado éptimo’ cuando la
varianza del estimador lineal es minima con respecto a todos los demds estima-
dores lineales insesgados.

3.5.1. METODO DE LA MINIMA VARIANZA

Es un método analitico, y consiste en hacer minima la varianza del estima-
dor. La técnica que se utiliza para encontrar este minimo condicionado por las
restricciones que le queramos imponer al estimador, p. ¢j. que sea lineal, inses-
gado, etc., es la de los multiplicadores de Lagrange.

Veamos dos aplicaciones:
1. Estimador lineal, insesgado y de minima varianza para la media poblacional

Proposicion 3.1

Si (X, .., X,) es una muestra aleatoria procedente de una poblacién
con media p y varianza o entonces la media muestral X es un estimador
lineal, insesgado y de varianza minima para el pardmetro poblacional pu.

Demostracion:
Sea ¢l estimador lineal
p=a, X, + - +a,X, [3.17]
como ha de ser insesgado

E[a] = E[a, X, + --- + a,X,]
= alE[Xl] + o+ HI'IE[Xﬂ]

a p+ -+ ap

n
entonces ) a; = 1, para que el estimador /i sea insesgado.

? BLUE: Best Linear Unbiased Estimator.
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La varianza del estimador g serd:

Il

Var(g) = Var(a, X, + --- + a,X,)

=a? Var(X,) + -+ + a? Var(X,)

=aje’ + - + ala’

n
= 3 a
i=1

pero como la Var(z) ha de ser minima, entonces los valores a,, ..., a, deben de

ser tales que sea
n
Var(4) = ¢* ) a  minima

i=1

con la restriccion

Para ello aplicamos el método de los multiplicadores de Lagrange, siendo
la funcidén

n n
d=0> ) af + f'.( Y. l); /. — multiplicados de Lagrange

=1 i=1

d
—¢=2a,.o'3+).=0, =10
da;

20 ) a;+ni=0

i=1

n
pero Y a,=1, resulta:

2024+ ni=0
. 20
A= ——
n
de donde
5 202
2a06°——=0
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Luego, sustituyendo en la expresion [3.17], se tiene:

:
n

=X

y por tanto hemos llegado a probar que efectivamente la media muestral es un
estimador lineal, insesgado y de varianza minima para la media poblacional u.

Proposiciéon 3.2

SiY,, .., Y, son n variables aleatorias independientes con media
E[Y] = a + bX,

y varianza ¢?, entonces un estimador lineal insesgado y de minima va-
rianza para ¢l coeficiente de regresién viende dado por

Y (X - XX, -D
h="1 [3.18]
Y, K 2P
i=1

Demostracion:

Como el estimador b debe de ser lineal ticne la forma:

b=c ¥, + - +cY,=Y ¢, [3.19]

i=1
y para que sea insesgado se tiene que verificar:
E[b] = E[c,Y, + - + ¢,Y,]

=¢,; E[Y,]+ - + ¢, E[Y,]
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Z ¢; E[Y;]

Y. cfa+ bX)

Il

[3.20]
i cX; =1
i=1

La varianza del estimador b serd:

Var (h)

Il

Var(e,¥, + --- + c,,l’n)

Il

¢? Var(Y,) + --- + ¢ Var(Y,)

pero como la Var (b) tiene que ser minima, entonces tenemos que hacer minima
la expresién:

[}
—
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con las restricciones dadas en [3.20]. Es decir, la correspondiente funcién de

Lagrange serd:

¢= i et =24 i "r'_z;tz(i "ixf_l)
i=1 i=1 =1

~21,-24,X,=0

¢
— =2
de; f

c;=A1+ X, , i=1,.,n

de donde:
6= —hX + X = l(X; - X)

| = Z e X; = A, Z (X, — X) X,
i=1 i=1

y despejando 4,:
Z (X,' - f}z
i=1

y sustituyendo en la expresién de ¢; tenemos:

. (XI_X_)

i (X; — )‘_’)2
=1

{'J
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Luego sustituyendo en la expresién [3.19] el estimador b serd":

(X:—X) ¥
1

™=

i

oY, =

b= S
! Y (X,— X)?
i=1

=

Y (X, —X)v,-1
i

Y (X, - Xy
i=1

que coincide con el estimador de médxima verosimilitud y con el de minimos

cuadrados.

Ejemplo 3.16

Sea (X, X,, X;) una muestra aleatoria simple procedente de una pobla-

cién con media u y varianza ¢?, y sean

6,=3X, - X, - X,

x | 1 |
02=§X1+§X2+§X3

estimadores lineales de la media poblacional. Determinar:

1. Si ambos estimadores son insesgados para la media poblacional.

2. Cudl de los dos estimadores es el lineal de varianza minima.

Y (X,~X)¥,= Y (X;— XY, — V). En efecto

i=1 i=1

[~1=

n L] == L] o
(X, - X}Y,-N=Y Xy,—-YY X,—X Y ¥, +nXyY
i=1 i=1 i=1

]

XY, —n¥X — nXY+nX¥=Y XY, — nXY
1 i=1

i

YX,- Y=Y XY¥,—-X YT ¥=3% XY —nkF.
i i=1 =1
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Solucion:

I. Observando los coeficientes de ambos estimadores se verifica que:
3
Y a, =1
i=1
y en efecto ambos son insesgados para la media poblacional:

E[6,]1= E[3X, — X, — X,]
= BE[XJ - [Xz] - [X3]

=3p~p—u
=p
2 1 1 1
E[0;] = E|3 X, +3 X, + 3 X,

1 1 1
= 3 E[X,]+ i E[X,] + 5 E[X,]

S .
g T T A

=
2. Las varianzas de ambos estimadores son:
Var(f,) = Var(3X, — X, — X,)
= 9Var(X,) + Var(X,) + Var(X,)
= 11g?

~ 1 | 1
Var{92)=Var(§ X, +§Xz+§x3)

1 1 1
=9 Var(X,) + 9 Var(X,) + 6Var(X3)
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Lo cual nos indica que el estimador 6, es de varianza minima, pues se
verifican las dos condiciones:

1w

1
ai=_3‘ 5 . ﬂ‘:l

1

También podemos decir que se deduce directamente a partir de la propo-
sicién 3.1

3.6. METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS
Nos limitaremos a hacer unas consideraciones muy elementales, pues se
estudiard con detalle cuando se realice el estudio de los modelos lineales.

Este método de los minimos cuadrados fue introducido por Gauss, y gene-
ralmente se utiliza para estimar los pardmetros de un modelo lineal.

Sea el modelo
Y=a+bhX +e [3.17]

en donde Y es una variable aleatoria cuyo valor esperado es
E[Y]=a+ bX
X es una variable observable que tomard valores conocidos, a y b son pardme-

tros desconocidos, y e una variable aleatoria o error'l.

Se toman n-valores X de la variable X y para cada valor observado de X
tendremos el correspondiente valor observado Y, y el correspondiente valor
tedrico Y; proporcionado por la funcién que se pretende ajustar. El error come-
tido sera:

e=Y,—"h=Y,—a—-bX, , i=1.n
y se admite:
— Que los errores ¢; estan incorrelacionados, cov(e; ¢;) = 0.
— E[e]=0.
— Var(e) = o
"' En el método de los minimos cuadrados se parte de un conjunto de puntos observados y se
pretende que la funcién tedrica ajustada pase lo mds cerca posible de todos esos puntos. Para ello

hay que hacer minima la distancia global de todos los puntos observados a la funcion tedrica
ajustada, la cual nos permitird conocer los parimetros desconocidos.
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Para estimar los pardmetros a y b, haremos minima la distancia global de
todos los puntos observados a la funcién tedrica ajustada, pero esta distancia

n
viene dada por ) e]. Luego haremos minima la funcién:

i=1
Ma, b)= ) e = i (Y, —a— bX)? [3.18]

Derivando respecto de los pardmetros a y b e igualando a cero tenemos las
ecuaciones normales que nos permiten conocer los valores de a y b:

d¢ n
e B _ V=0

oy 2i=§1(YI a—bX))

d¢ i

=) (Y. —a— bX)=

b i;])i,()’l a—-bX)=0

de donde se tiene:

LY

na+b ) X,
i=1

™=

XY=ay X;+b Y X?
i=1

i=1 i= i=1
Dividiendo por n la primera ecuacién obtenemos:

=1

A i=1 |
a=" - b
n n

-7 5%

sustituyendo en la segunda ecuacién y despejando resulta:

que serian los estimadores minimo cuadraticos.

Los estimadores obtenidos por este método son funciones lineales de las ¥,
y coinciden con los estimadores lineales insesgados de minima varianza.




Capitulo 4

ESTIMACION POR INTERVALOS
DE CONFIANZA

4.1. INTRODUCCION

En los capitulos anteriores, nos hemos ocupado de las propiedades y de la
obtencién de estimadores puntuales de los pardmetros poblacionales. Veiamos
que los estimadores eran funciones de las observaciones muestrales, y cuando
se calcula el valor del estimador ¢ para una muestra concreta entonces se tiene
la estimacion puntual; valor que generalmente difiere del verdadero valor del
pardmetro  y, ¢n consecuencia, no nos proporciona suficiente informacién
sobre el pardmetro, siendo entonces deseable el acompaiar a la estimacién del
pardmetro 0, de alguna medida del posible error asociado a esta estimacién. Es
decir, asociado a cada estimacién del pardmetro daremos un intervalo:

[‘Q{X'l- reey -X"). E(‘Yl, Xn]]

y una medida que nos refleje la confianza que tenemos acerca de que el verda-
dero valor del pardmetro () se encuentre dentro del intervalo.

Observemos que los extremos del intervalo variardn de manera aleatoria de
una muestra a otra, pues dependen de las observaciones de la muestra, luego
tanto los extremos del intervalo como la longitud del intervalo serdn cantida-
des aleatorias y, por tanto, no podremos saber con seguridad si el valor del
pardmetro 0 se encuentre dentro del intervalo obtenido cuando se selecciona
una sola muestra. El objetivo que se pretende con los intervalos de confianza
es obtener un intervalo de poca amplitud y con una alta probabilidad de que ¢l
parametro  se encuentra en su interior. Asi pues, clegiremos probabilidades
cercanas a la unidad. que se representan por | — % y cuyos valores mds fre-
cuentes suelen ser 0,90, 0,95 y 0,99.
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Luego si deseamos obtener una estimacion por intervalo del pardmetro po-
blacional 0 desconocido, tendremos que obtener dos estadisticos (X, .., X,) y
(X, ... X,) que nos dardn los valores extremos del intervalo, tales que

PLO(X,, .. X)<OSO(X,, ., X)]=1—«a [4.1]

Al valor 1 — « se le llama coeficiente de confianza, y
Al valor 100(1 — «)% se le llama nivel de confianza.
Observando el intervalo dado en la expresién [4.1] se pone de manifiesto:

: se tri intervalo aleatorio, s los cmos c
i ue se trata de un intervalo aleatori ues los extremos dependen de
la muestra seleccionada y, por tanto, 0 y (son variables aleatorias.

2% Que el pardmetro  es desconocido.

3.° En consecuencia y antes de seleccionar una muestra no podemos decir
que la probabilidad de que el pardmetro 0 tome algtin valor en el interva-
lo (6, 0) es igual a 1 — o, afirmacién que no serfa correcta después de
seleccionar la muestra.

Para una muestra concreta se tendrian unos valores:
Bxyy vw X)=a ¥y B(xs, o X)=b
y no podemos afirmar que
Pla<@<b]l=1—uo

ya que no tiene sentido alguno, pues a, b y 0 son tres valores constantes. Sin
embargo, una vez seleccionada la muestra y calculados, los valores:

a=0(xy.x,) y b= 3{.1',, i %)

si tiene sentido decir que:
— la probabilidad es 1 si 0 € [a, b]
— la probabilidad es 0 si 0 ¢ [a, b]

Luego, no podemos referirnos a la probabilidad del intervalo numérico
sino que nos referiremos al coeficiente de confianza del intervalo, y en conse-
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cuencia al nivel de confianza del intervalo, pues la probabilidad ya hemos
indicado que, después de extraida la muestra, serd 1 o cero'.

Para precisar mds sobre la interpretacion del intervalo de confianza, consi-
deramos un nimero grande de muestras del mismo tamafo y calculamos los
limites inferior y superior para cada muestra:

a=0(x,..x,) y b=0x..x,

entonces se obtendrd que aproximadamente en el 100(1 — «) % de los interva-
los resultantes estard en su interior el valor del pardmetro ¢, y en el 100« %
restante no estard en su interés el valor del pardmetro 6, y en consecuencia al
intervalo (a, b) se le llama intervalo de confianza al nivel de confianza del
100(1 — @) %.

Una ilustracién grdfica la tenemos en el grdfico 4.1 que nos muestra grafi-
camente la obtencién de los 100 intervalos construidos para la media u de una
poblacién N(u, @), con @ conocida, y que como posteriormente veremos tiene
la forma

o _ a
I”—[X"zmﬁ : X+zmﬁ}

en donde

KXy s X=X — 2,

Sl

a

Xy, o X)= X + 2,
7
Considerando como coeficiente de confianza
1 —a=095

tendremos la siguiente interpretacién:

' Véase ARNAIZ, pdg. 581, aparece un ejemplo muy sencillo en donde se pone de manifiesto la
diferencia existente entre coeficiente de confianza y probabilidad.
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- z,f,la{\/; T z,l,zaf.\/;

Muestra 1

Q=1 - za,rzg/\/; ki

0.95 aﬂ = 0.025 Zogzs = 1,96
D ¥
™~ ! X, +z,,0//n=10

/} b
Muestra 100

GRAFICO 4.1.

Representacion grdfica de 100 intervalos de confianza para la media p de

una poblacién N( p, o), con muestras del mismo tamaiio n y coeficiente de

confianza del 0,95.
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«Si tomamos 100 muestras aleatorias de tamafio n de la misma poblacién y
calculamos los limites de confianza 6 y 6 para cada muestra, entonces espera-
mos que aproximadamente el 95 % de los intervalos contendrdn en su interior
el verdadero valor del pardmetro p, y el 5% restante no lo contendrdn. Pero
como nosotros, en la prdctica, s6lo tomamos una muestra aleatoria y, por
tanto, sélo tendremos un intervalo de confianza, no conocemos si nuestro
intervalo es uno del 95 % o uno del 5%, y por eso hablamos de que tenemos
un nivel de confianza del 95 %.»

En el grdfico 4.1 tenemos representados los 100 intervalos del pardmetro
media poblacional g, correspondientes a 100 muestras aleatorias del mismo
tamano n, y podemos observar que exactamente 94 intervalos contienen en su
interior el pardmetro g, resultado que concuerda con nuestra esperanza o con-
fianza que era de aproximadamente 95,

Hasta ahora solo hemos hablado de intervalos de confianza bilaterales,
pero en la prdctica, nos pueden interesar intervalos unilaterales, es decir inter-
valos de la forma:

(00X, ... X,); + ]

s (X4, .y X))

8

{_

La precisién de la estimacién por intervalos vendrd caracterizada por el
coeficiente de confianza 1 — « y por la amplitud del intervalo. Asi pues, para un
coeficiente de confianza fijo, cuanto mds pequefios sea el intervalo de confianza
mds precisa serd la estimacién, o bien para una misma amplitud del intervalo,
cuanto mayor sea el coeficiente de confianza mayor serd la precisién. En el
ejemplo 4.4 veremos c6mo se producen estas variaciones.

42. METODOS DE CONSTRUCCION DE INTERVALOS
DE CONFIANZA

Bdsicamente daremos dos métodos para la obtencién de intervalos de con-
fianza de pardmetros. El primero, el método pivotal o método del pivote basado
en la posibilidad de obtener una funcién del pardmetro desconocido y cuya
distribucién muestral no dependa del pardmetro. El segundo, el método general
de Neyman, cstd basado en la distribucién de un estimador puntual del para-
metro.

También veremos c6mo se obtiene un intervalo de confianza cuando no se
conoce la distribucién de la poblacién de partida. Por dltimo, basdndonos en
las propiedades asintéticas de los estimadores, obtendremos intervalos de con-
fianza para muestras grandes.
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4.2.1. METODO PIVOTAL
Sea una poblacién con funcién de distribucién F(x; #) en donde # es un
pardmetro desconocido, que toma valores en el espacio paramétrico .

Este método bdsicamente consiste en la obtencién de una cantidad pivotal o
simplemente pivote que verifique las siguientes condiciones:

1. La cantidad pivotal o pivote, T{X,, .., X,; 0), es una funcién de las
observaciones muestrales y del pardmetro 0, de tal manera que para
cada muestra solo dependera de 0.

2. La distribucién muestral de la cantidad pivotal o pivote 71X ,, ..., X,; )
no depende del parametro 6.

Veremos la aplicacién de este método con un ejemplo.

Ejemplo 4.1

Sea (X, .., X,) una muestra aleatoria procedente de una poblacién N(y, ),
con a conocida. Deseamos obtener un intervalo de confianza al nivel del
100(1 — x) % para el pardmetro poblacional su.

Solucion:
Sabemos que un buen estimador de la media poblacional u es la media

22 a
muestral X, la cual sigue una distribucién N(Ju, 7) en donde el pardmetro p
n

es desconocido.

Pero el estadistico
_X-u

E Py

se distribuye segin una N(0, 1), la cual no depende de pu.

Z

Este estadistico Z, podemos considerar que seria ¢l pivote

X—u
Xy oy Xy ) = = 42
nx, w M) o/ [4.2]

pues reune las condiciones impuestas.



211

ESTIMACION POR INTERVALOS DE CONFIANZA
Z,2 Y Z42 tales que nos pro-

Podemos encontrar dos valores simétricos
porcionen el siguiente intervalo:

1 —a=Plz,), < Z<z,),)

a = a
P( Zap T I s X i < zm,l"' "_)
\/H - \/r_l
- a
Su<X+z, [4.3]

en donde el extremo inferior es:

- a
0, X) =X =205
n

Luego el intervalo de confianza con un nivel de confianza del 100(1 — o) %
para el pardmetro poblacional u es:
_ ¢ = o
I.Il: X_Z.IIZ 7;.X+me1ﬁ

Observamos que la cantidad pivotal o pivote es un estadistico que verifica

1. La cantidad pivotal o pivote
X—nu
n

Xy e X5 ) =
nx, 1) a/\/

depende de las observaciones muestrales y del pardmetro u, o lo que es

lo mismo, del estimador y del pardmetro.
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2. La distribucién de la cantidad pivotal o pivote se puede obtener y no
depende del pardmetro yu, pues

f—,u
TIXI' e Xn; Ju) = T _"Nlow 1}
7

Una variable aleatoria o estadistico que satisface estas condiciones se llama
cantidad pivotal o pivote, y nos permite obtener el intervalo de la forma:

P( P X —u & ) ,
—Z2 s E—F= K2 hpi=]1—u
o a,r’\/r; i

Posteriormente y a lo largo de este capitulo utilizaremos este método pivo-
tal junto con las distribuciones muestrales para obtener, en algunos casos,
intervalos de confianza.

La dificultad de este método surge porque no siempre es posible obtener
una cantidad pivotal con esas condiciones, que dé lugar a un intervalo de
confianza®.

422, METODO GENERAL DE NEYMAN DE CONSTRUCCION
DE INTERVALOS DE CONFIANZA

Ahora daremos un método general, debido a Neyman para la obtencién de
intervalos de confianza, el cual tiene menos limitaciones que el método pivotal,
pues el método anterior requeria encontrar una funcién de la muestra y del
pardmetro, cuya distribucion fuese independiente del pardmetro. No obstante,
aplicando el método general, podremos obtener intervalos de confianza, sin
necesidad de que exista tal funcién distribuida independientemente del pard-
metro.

Sea una poblacién cuya funcién de densidad o de cuantia f(x: ¢/), en donde
0 es un pardmetro desconocido.ﬂCon la ayuda de una muestra aleatoria (X ,, ...,
X,). obtenemos el estimador 6(X,, .., X,) (generalmente por el método de
mdxima verosimilitud) cuya funcién de densidad representamos por g((), /) y
pretendemos obtener un intervalo de confianza, del pardmetro (), al nivel de
confianza del 100(1 — o) %.

? yéase S. RIOS (1977).
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Para ese coeficiente de confianza | — «, determinaremos los extremos del
intervalo h,(0,) y h,(0), tales que:

h2{0)

P[h,(0) < 0 < hy(0)] = g0, 0)db =1 — o [4.4]

hyig)

en donde suponemos que las funciones h,(6) y h,(6) son funciones continuas y
mondtonas de f.

También se pueden determinar h,()) y h,(0)) de manera que:

hy(d) = P
J‘ (0, 0)dd = , [4.5]
f (6, 0)di = o, [4.6]
h2(8)

en donde %, y &, son dos nimeros cualesquiera’, tales que
oy +o, =ao

Luego los valores de las funciones h,(f)) y h,(0) para cualquier valor de 0 se
obtienen a partir de las expresiones [4.5] y [4.6], haciendo:

h,(0)=0

hy(0) = 0

Y para una realizacién de una muestra concrela si el estimador toma el valor
1, y dado que las funciones h,(() y h,(0), eran continuas y mondtonas en fl.

x - . * .
* Habitualmente se hace «, = , = >’ pues en muchas ocasiones coincide con el intervalo de

menor longitud.

h(a; 0) " hy(ay; 0) x PR
h,(i. U) hz(i' {J)

En todo el razonamiento hemos utilizado h,(f) y ho(#) en lugar de k(= 0) y hy(x,; 0), pues facilita
la notacién.
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podremos obtener los extremos inferior y superior del intervalo buscado, es
decir:

hy(O0) =0y = 0(xy, s x,) = hy '(G)

hy(0) =0, = 0Ox,. .. X,) = h; (0,
y tendriamos el intervalo de confinza (6, ) al nivel de confianza del
100(1 — 2) %.

Veamos qué ocurre grificamente. Una vez obtenidas las funciones
h(6) y hy6)

las representamos graficamente como se indica en el Gréfico 4.2, y suponga-
mos que para una muestra de tamafio n el valor que toma el estimador 6 es 6,
por este punto 0, de ordenadas trazamos una paralela al eje de abscisas que
cortard a las curvas h,(0)) y h,(0) en los puntos A y B que pueden proyectarse
sobre el eje de abscisas f} obteniendo los valores ), y f, que serdn los extremos
del intervalo de confianza [0, 0,] al nivel de confianza del 100(1 — o) %.

3 hy(0
0 2 )/ h,(6)
) D

GRAFICO 4.2.

Supongamos ahora que la muestra extraida procede de una poblacién en
que el verdadero valor del pardmetro ¢ es ¢, entonces la probabilidad de que
la estimacién 0, para esa muestra, esté comprendida entre h(0) y h,(0') serd
1 — o

PLh,(0) < 6, < hy(0)] =1 — =
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pero si la estimacién (j{, no cae entre h,(6) y h,('), entonces la horizontal, 4B,
trazada por el correspondiente valor de 0, no cortard a la vertical CD, entre las
curvas, y entonces el intervalo correspondiente [0, 6,] no incluird a (', es decir
si a cada valor del estimador 6, le hacemos corresponder una recta horizontal
trazada por ese valor del estimador veremos que siempre que

hy(0') < 0, < hy(6)

la recta horizontal AB trazada por el valor del estimador @, cortar4 a la verti-
cal CD, trazada por @', entre los puntos C y D, limitadas por ambas curvas, de
manera que el segmento aleatorio AB cuya proyeccién es [6,, 6,], incluye el
verdadero valor del pardmetro €. En consecuencia, la confianza que tenemos
de que el intervalo [0,, 0,], construido por este método, incluya a @', serd
1=,

Del gréfico 4.2 deducimos que los extremos del intervalo para el pardmetro
0 serdn los puntos 6, y 6, tales que

Chy(8y) = go
hy(0,) = go
y teniendo en cuenta las expresiones [4.5] y [4.6] diremos que 0, es el valor de
() para el cual
iy R "
J. g(0, 0)d0 = «,

y 0, es el valor de 0 para el cual

J g(0, 0)d0 = a,
i

'jfl

Luego resolviendo estas ecuaciones resultard que las raices serdn los extre-
mos del intervalo de confianza [6,, 6,] con un coeficiente de confianza del
1

Ejemplo 4.2

Dada una poblacién N(y, o), con @ conocida. Obtener, aplicando el método
general de Neyman, un intervalo de confianza para la media poblacional g,
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con la ayuda de una muestra aleatoria de tamano n, al nivel de confianza del
100(1 — ) %.
Solucion:

El estimador insesgado de la media poblacional p es la media muestral X,
es decir 1t = X.

Sabemos que este estimador X sigue una distribucién normal

= o
X—-N (,u. ——)
/n
cuya funcién de densidad serd:

(X - p)?

2 ain

_ |
X p)=—"7F—7
B el P

Aplicando el método general de Neyman, tendremos que obtener dos fun-
ciones h, (i) y h,(u) tales que

Plhy(p) < X < hy(p)]=1-u

o bien
B () 1 lx-wr p
— e 2 & gX =—
J-— @ (a/\/;n) J2n 2
+ X
J 4]_1._. e "2 & dxX = E
ha(u) {O’/\/N} J2m 2

Haciendo el cambio:

resultard que

Y - N(O, 1)



ESTIMACION POR INTERVALOS DE CONFIANZA 217

y designando por:

~hy(p) —p
A o

7

~hy(p) —
3 = f

7

tendremos:
i 1

J' 3 1 . i_l-‘z J o

— y=—

—at 4/ 21? 2

= 1 L o
. - 42
Az 8/ 2n

Teniendo en cuenta la simetria de la distribucién normal, obtenemos un
valor z,, tal que

en donde

y sustituyendo en las expresiones de h,(u) y h,(u):

Y o
h(=p+ i —F==p—z,, —
vn

\/H

o o
hw=p+ iy —==p+z,,, —
n

/2 \/;'
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Y considerando una muestra aleatoria de tamafno n, el estimador x, del
pardmetro u, tomara un valor, por ejemplo, X, luego tenemos las ecuaciones:

que representan dos rectas paralelas a la bisectriz del primer cuadrante, siendo
el intervalo de confianza: !

a a

I = I:JE — 7 —_— X+ Z ., —=
u 0 2\,"2 \/_‘ 0 aj2 \/_:|
n n
En el Grifico 4.3, tenemos la correspondiente representacion.

h, (1)

hy(u)

u

GRAFICO 4.3.

Ejemplo 4.3

Sea una poblacién cuya funcién de densidad viene dada por:

2
f(x: 0) = E{H—x} , D<x<#

0 , en el resto
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Utilizando el método general de Neyman y con una muestra de tamafo
uno, obtener un intervalo de confianza para el pardmetro poblacional 0 al
nivel de confianza del 95 %.

Solucion:

Como el tamafio de muestra es uno, la funcién de verosimilitud coincide
con la funcion de densidad, y entonces el estimador de maxima verosimilitud
del pardmetro 6 serd:

Lix; 0) = é (0 — x)

InL(x; ) =In2 —In0* + In(0 — x)

dinL(x; U}__2_£)+__1___0
0 0 0-x

—2000 — x)+ 0*=0
—0(0 — 2x)=0

Luego el estimador de mdxima verosimilitud sera:

~

0=2X

La funcién de densidad, g(é. 0), del estimador se obtiene haciendo el cambio de
variable:

B | —
)

y tendremos:

1

ﬁ(?_ﬂ—ﬁ) , 0<f<20

g(8, 0) =

Para obtener el intervalo de confianza al nivel de confianza del 95 %. ob-
tendrermos h,(0) y h,(60) tales que:

h(® i
~ (20 — 0)do = 0,025
J, ameo-d

26 l .
J. 20 (20 — 0)dO = 0,025

hz(8)



220 CASAS-SANCHEZ, J. M.

Integrando ambas expresiones:

| 2 ﬁz “Thitd)
— | 200 — — = 0,025
(2-5)]

[~ 1 N 52 20
0 — — = 0,02
5 (2{ 2) 025

_Ah2(0)

y resolviendo estas ecuaciones de segundo grado tenemos:

h,(0) = 2(1 — J/0,975)0
hy(0) = 2(1 — /0,025)0

Como la muestra que consideramos es de tamafno n = 1, supongamos que
la observacién muestral ha sido, por ejemplo, x = 3, entonces:

x=3 = 0,=6

Sustituyendo en las expresiones de h,(0) y en la de h,(0) tendremos:

3
201 — /09750 =6 = (=—rx
1 - ./0975

3
2(1 -,/00250=6 = 0=—"—=
1 = /0,025

y el intervalo de confianza para el pardmetro ) serd:

3 3
[1 - J0025" 1 - ,/0,975]

Si hacemos la representacién grifica como aparece en el Gréfico 4.4 el interva-
lo de confianza se obtiene fdcilmente.
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h,(0)

=1

hy(0)

=)
o

= SN

GRAFICO 4.4,

4.3. INTERVALOS DE CONFIANZA EN POBLACIONES NORMALES

En este apartado consideramos que la poblacién de partida serd normal y
obtendremos intervalos de confianza para los pardmetros poblaciones en el
caso de una muestra y de dos muestras. Aplicaremos el método pivotal, pues
en estos casos no existe gran dificultad para obtener una funcién del pardmetro
desconocido cuya distribucién muestral no dependa del pardmetro.

43.1. INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA
DE UNA POBLACION NORMAL

I.  Desviacién tipica o conocida®.

Sea una poblaciéon N(y, o). en donde el pardmetro u es desconocido y
deseamos obtener un intervalo de confianza para el pardmetro p al nivel de
confianza del 100(1 — o) %.

Para ello tomamos una muestra aleatoria de tamafio n, (X, ... X,), v bus-
caremos un estadistico (cantidad pivotal o pivote) que dependa del pardmetro
iy de su estimador y cuya distribucién muestral no dependa del pardmetro p.
En este caso el estadistico serd”:

X - u
= —=— N(0, 1)
a/\/n

* Ya habiamos considerado este caso en el gjemplo 4.1, pero aqui lo veremos de forma mds
completa.
° El estadistico Z como funcién de g, es monétona.
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que se distribuye segin una N(0, 1), pues sabemos que el estadistico media

muestral
- [+
/n

Como ya hemos indicado, utilizando la tabla de la distribucién N(0, 1),
podemos encontrar dos valores 4, y 4, tales que:

P|:AI <

T

<A |=1- :
ca \)1:| 1—« [4.7]
Jn
de donde se deduce:

G =
Pli,—F=<X—pu<i
[:ﬁ 2

multiplicando por — 1
P[X R L ] |
- —F— 0= Ay = | T =ik
1~ 2 \/;

que es equivalente a

y en consecuencia al intervalo:

- a - a
[.x — A, 7;; X- 7&] [4.8]

Pero la expresién [4.7] no quiere decir que 4, y 4, estén univocamente
determinado, sino que existen una infinidad de ellos. Entonces tendremos que
elegir aquellos valores de 4, y 4, que hagan minima la longitud del intervalo
dado en la expresion [4.8], que ser4:

L=(}?—Ali)—(}?—}.ZL)=L(AZ—}.1)

Vn Vil
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sujeto a la condicién dada en la expresién [4.7]. que serd:

P[A, <Z<A,]= 1. 3 “do={ ~a [4.9]

n\/

Teniendo en cuenta el método de los multiplicadores de Lagrange, tendre-
mos que hacer minima la expresién:

2 1 B |
——e 2 dx—nw)} [4.10]

a 4 . .
¢_7}_1(A2 /‘l)+y [fal \/2;

derivando respecto a 4, y 4, tendremos®:

1,
@:— d_—};—}—e_iA‘zo
02y Jn /2K
o | i

de donde se deduce:

siendo las posibles soluciones:

4y = Ay, es inadmisible pues entonces la longitud del intervalo seria cero,

Ay = — Z,, luego el intervalo de longitud minima serd simétrico en la N(0, 1)

y como segin la expresién [4.9]

#2 ;- - i3
j fdx=1-o = {.2 Zar2
I“.]_ &

Al a/2

Il

% Para derivar una integral respecto al limite superior de integracién tendremos en cuenta:

di,

Para el limite inferior 4,, se cambian los limites cambiando de signo la integral, pues

FE] Ay
J. f(x)dx = —I fix)dx
Ai FE]

y se procede de la misma forma.
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N(O, 1)

T Zy2 Za/2

r 4
P[Z > z.:lfl] =5

Sustituyendo en el intervalo dado por la expresién [4.8], tendremos el
intervalo de confianza para la media u de una poblacién N(y, a) con ¢ conocida:

- a = a
I =[x—;,,2—_-x+~ —} [4.11]

[ \/” H “al2 \/;

en donde los valores z,, se obtienen’ de la N(0, 1).

Intervalo de confianza para la media de una poblacién normal, siendo ¢ conocida

Supongamos que tenemos una muestra aleatoria de n observaciones
de una distribucién N(p, o). Si o es conocida, y la media muestral obser-
vada es x, entonces el intervalo de confianza para la media poblacional .
al nivel de confianza del 100(1 — %)% viene dado por®

= .—F—EARXTt I, ——_j| 4.12
[ 12 \/; 12 \/n [ ]

donde z,, es tal que

o
PZ > z,,,)= 3

y la variable aleatoria Z — N(O, 1).

" Los intervalos unilaterales vienen dadas por

. a e a
(—.f,:: X+ :,"t:| y [X I +'1)
vn v

¥ En general los intervalos de confianza se deberian expresar siempre en la forma de la expre-
sién [4.11] pero en algunas ocasiones y por dar mayor claridad se puede utilizar también la forma
de la expresion [4.12].
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Ejemplo 4.4

De una poblacién N(y, 6) se selecciona una muestra aleatoria cuya media
es 25. Obtener un intervalo de confianza para la media poblacional .

1. Cuando el tamafio de la muestra es n = 16 y el nivel de confianza es
del 90 %.

2. Igual pero con tamano de muestra n = 64.
3. Con tamano de muestra n = 16, 1 — « = 0,90 pero ¢ = 10.

4. Con tamafio de muestran =16, 1 —ax= 095y g = 6.

Solucion:

1.*  La expresién [4.12] nos da el intervalo de confianza que nos piden:

siendo x =25,6=6,n= 16,1 — 2= 0,90

g =005 . zgs = 1,645

Luego el intervalo sera:

6 6
|:25 - 1,64 — ; 25+ 1,64 —}

V16 V16

[22,54 ; 2746]

2° Para:x=25,6=6,n=64y1 — a=0,90

6 6
[25 - 1,645 —— ; 25+ 1,645 ——}

Jei e

[23,77 26,23]
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3° Parax=250=10,n=16y1 —a=090

0
V16

[20.88 ; 29,11]

10
[25 — 1,645 25 + 1,645 —]

\/E

4° Parax=25,0=6,n=16y1 —a=095

6
25+ 1,96 —]

T

[ 6

25— ;
J 16

[22,06 ; 2794]

Si representamos grificamente los cuatro intervalos, Grafico 4.5, se observa:

a) Cuando aumenta el tamaio de la muestra, disminuye la amplitud del
intervalo y, por tanto, aumenta la precisién de la estimacién por intervalo de
confianza.

1. i x=2506=6,n=161—a=090

22,|54 2?:46
2 If=25.a=6,n=64,1—::=0,90|

23:7';' 26:23
3 | x=25a0=10,n=16,1 - a=095 |
20]88 29.Ill

4. [ x=250=6,n=16,1—a=096

I~ |

22,06 27.94

GRAFICO 4.5.  Representacién grdfica del efecto sobre la amplitud del intervalo
dea,nyl —u

b) Cuando aumenta la desviacién tipica o, aumenta la amplitud del inter-
valo y, por tanto, disminuye la precision.

¢) Cuando aumenta el nivel de confianza, aumenta la amplitud del inter-
valo y, por tanto, disminuye la precisién.
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II. Desviacion tipica ¢ desconocida

Supongamos una poblacién N(u, @), en donde u y o son desconocidos y
deseamos obtener un intervalo de confianza para el pardmetro , al nivel de
confianza del 100(1 — ) %.

Para ello se dispone de una muestra aleatoria de tamafo n, (X, ... X,) v
buscaremos un estadistico (cantidad pivotal o pivote) que dependa del parime-
tro u y de su estimador, y cuya distribucién muestral no dependa p. Ese es-
tadistico serd”:

X s
w2 B [4.13]

S/\/n
que se distribuye segiin una ¢-Student con n — 1 grados de libertad, siendo §?

la varianza muestral.

Utilizando la Tabla A.10, distribuién t-Student, del Anexo A de tablas
estadisticas, podemos encontrar parejas de valores 1, y t,, tales que:

X
Plt Hf =1-u [4.14
1 S/\/ﬂ 2 ]
de donde se deduce que:
S = 8
P|:r1—r X—pugst,—F—=|=1—a
NaL VA
S = S ]
Pl X+t =€ —~pus—-X+5,—F|=1—a
Jn Jnl

la varianza muestral.
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¢ inicialmente resulta el intervalo:

_ S 5 S
[x —1, 7 X -t ﬁ] [4.15]

Pero igual que sucedia en el caso anterior, la expresién [4.14] no quiere
decir que 1, y t, estén univocamente determinados, sino que existen una infini-
dad de ellos. Por tanto, tendremos que elegir aquellos valores de ¢, y 1, que
hagan minima la longitud del intervalo dado en la expresion [4.15], que serd:

L—(X_—f i)—()?—r i)—{r —t}i
1\/; 1\/-"'1 2 l\/;

sujeto a la condicién dada por [4.14] que también podemos expresarla, tenien-
do en cuenta la funcién de densidad de una t-Student con n — 1 grados de
libertad, como:

LS T -

Plt, <T<t,]=

n
5] r(i) IZ
g )
u 1‘(”_7 )V(nul)n "

2 !.?. —g
='J (i+n_l) dt=1—« [4.16]
1y

Aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange, tendremos que
hacer minima la expresion:

S 12 12 ;
é=(t, —:,)ﬁw[k L (1 o 1) dt = (1- m)} [4.17]

derivando respecto a t, y {, lenemos:
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n
g 5 7 \ 2
LI RO L
f:-!l \/;I ﬂ—l

siendo las posibles soluciones:

ty =15, es inadmisible, pues, entonces el intervalo seria de longitud nula.
ty = 1y el intervalo de longitud minima serd simétricoen la 1, .
Luego haciendo:

Iy =1y,

tendremos:

8= —lys ¥ l3=tn

o
P[Iu—l = tz,‘z] = 5

Sustituyendo en el intervalo dado por la expresién [4.15], tenemos el inter-
valo de confianza para la media u de una poblacién N(yu, a) con o desconocida;

— S s
f=|:X—t,_n.2— : X+t

[4.18]
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en donde los valores t,,, se obtienen en la distribucién ¢-Student con n — 1
grados de libertad .

Intervalo de confianza para la media de una poblacién normal,
siendo o desconocida

Supongamos que tenemos una muestra aleatoria de n observaciones
de una distribucién N(u, ). Si @ es desconocida, y la media y la desvia-
cién tipica muestral observadas son x y s, respectivamente, entonces el
intervalo de confianza para la media poblacional g, al nivel de confianza
del 100(1 — )% viene dado por:

[ t B, <x+t S] [4.19]
-\:_:r_‘l_—"\t'-a.x a2 = &
1 \/;; )" 12

Jn

donde ¢,, es tal que

o
P[In—l > f.:,’;z] ZE

y la variable ¢, , sigue una distribucién t-Student con n — 1 grados de
libertad.

Ejemplo 4.5

Un fabricante de una determinada marca de vehiculos de lujo sabe que el
consumo de gasolina de sus vehiculos se distribuye normalmente. Se selecciona
una muestra aleatoria de 6 coches y se observa el consumo cada 100 km,
obteniendo las siguientes observaciones

192 , 194 , 184 , 186 , 20,5 , 208

Obtener los intervalos de confianza para el consumo medio de gasolina de
todos los vehiculos de esa marca, a los niveles de confianza del 90, 95 y 99 %.

' Los intervalos unilaterales nos vienen dados por:

— S - S
—o; X+t,—| y |X-t,—F; +@
\/; Vi
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Solucién:

Con los datos de la muestra obtendremos la media y la varianza muestral

1 2 1
. Y ox = 3 (19,2 + 194 + 18,4 + 18,6 + 20,5 + 20,8)
=

x =

1
= [2.282,4 — 6-(19,48)%]

= 1,12
s =/1,12 ~ 1,06

El intervalo de confianza para la media poblacional cuando ¢ es desconoci-
da tiene la forma dada por la expresion [4.19]

_ S - s

o n

en donde (,, es tal que en la t-student con 5 grados de libertad se verifica:
o
P[tﬁ > ra,’l] = ‘2-

Para 1 —a= 090, utilizando la Tabla A.10 del Anexo A de tablas es-
tadisticas, que corresponde a la t-Student, tenemos:

Plts > tg0s] =005 = 15,5 = 2015
Para 1l —a= 095
Plts > tg025] = 0,025 = 1,4,s = 2571
Para 1l —a= 0,99

Plts > tg00s] = 0,005 = 1005 = 4,032
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Y los intervalos de confianza serdn:

Para 1 — o= 0,90

1,06 1,06
1948 — 2015—= ; 1948 + 2,015
J 6

NG
[18,61 ; 2035]
Para 1 — x= 0,95

1.06 1,06
1948 — 2,571 — ; 1948 + 2,571 —

J/6 J/6
[1837 ; 2059]

Paral — =099

1,06 1,06
|:19.48 —4032 —= ; 1948 +4,032 —j|

Jo /6
[17,74 ; 21,22]
Si representamos graficamente los tres intervalos, Grifico 4.6, vemos como,

efectivamente, cuando aumenta el nivel de confianza aumenta la amplitud del
intervalo.

1 —a=090

18,61 20,35

1 —a=095

18,37 20,59

I —a=1099
| 1
[ |

17,74 21,22

GRAFICO 4.6. Representacion grdfica de los intervalos de confianza del ejemplo 4.5.
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4.3.2. INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA VARIANZA
DE UNA POBLACION NORMAL

I.” Media poblacional ; desconocida

Supongamos una poblacién N(u, @), en donde u y @ son desconocidos y
deseamos obtener un intervalo de confianza para la varianza poblacional ¢ al
nivel de confianza del 100(1 — %) %. Para ello tomamos una muestra aleatoria
de tamaiio n, (X, .., X,) y utilizaremos un estadistico (cantidad pivotal o
pivote) que dependa del pardmetro o2 y de su estimador y cuya distribucién
muestral no dependa de o, Ese estadistico serd'':

(n — 1)s?
a2

"Xf—:

que se distribuye segiin una y* de Pearson con n — 1 grados de libertad, siendo
S? la varianza muestral.

En la distribucién z2_, podemos obtener parejas de valores k, y k, tales
que

pero estos valores k; y k, tendriamos que determinarlos de manera que el
intervalo fuera de longitud minima, pero como la distribucién y? no es simé-
trica, resulta que los extremos del intervalo dependerin de los grados de li-
bertad. y con el fin de simplificar y poder llegar a un intervalo tnico adopta-
mos ¢l criterio de considerar la misma probabilidad en los dos extremos, es
decir:

o o
HT3 W73
"' En el capitulo 1 habfamos estudiado que:
n—ns*
e An—1
siendo
I L
S: e E [l'; - X!J

n— 1,5

la varianza muestral.
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2

£y > i S
V4
=l

ra iR
=
rala

GRAFICO 4.7.  Distribucién y;_ .

Teniendo en cuenta la forma de la distribucién y?, Griéfico 4.7, y la tabla A.9
del Anexo A de tablas estadisticas, en donde nos aparece tabulada la distribu-
cién 72, podemos considerar que el intervalo de confianza del estadistico serd:

P|:X:—1' a,fzg*TQX:—t. 1--.1,!2]= l - [4.20]
o bien

2 2
Xn—l. a/2 1 xn—l, 1—af2
plXo-ta o ohu-t, load ] g

[(n S22 S (- 1)s? J %

Reordenando esta expresion, se tiene:

— 2 — 2
P[{n ns: _ , _n 1£]

1—«

(/3
2 b -
x:'r—l. 1—a/2 xn—i. a/2

y el intervalo de confianza para ¢? al nivel de confianza del (1 — 2)% serfa:
p

[4.21]

2 2
An—1, 1-a/2 Xn—1. aj2

2
as

=|: (n—1s*  (n- 1)52}

en donde los valores z2_, | .2 ¥ %2-1, 4 Se obtienen en la distribucién »*
con n — 1 grados de libertad'%.

2 Los intervalos unilaterales vienen dados por

(n— 1)82 (n— 1)§?
0. — Y |2 x)
;fa 1, o ffn-l, 1-a
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Intervalo de confianza para la varianza de una poblacion normal

Supongamos una muestra aleatoria de n observaciones de una distri-
bucién N(u, 6). Si ¢ es desconocida y la varianza muestral observada es
5%, entonces el intervalo de confianza para la varianza poblacional ¢2, al
nivel de confianza del 100(1 — «)% viene dado por:

(n— 1)s* n—1)s’
[2—-)— % s (T_}— [4.22]
ln—l. 1—2/2 Zn—l.-ﬂZ .
donde z2_, ,_,,, es tal que:
o
PO i€ 22-q, 1-a2] =1 75

Y 21,42 ©s tal que:
o
2 .2 B
Plia-1 <In-1,02]1 = 5

y la variable aleatoria y7_, sigue una distribucién y*> de Pearson con
n — 1 grados de libertad.

II. Media poblacional p conocida

En este caso tal estadistico (cantidad pivotal o pivote) que dependa del
pardmetro ¢ y cuya distribucién muestral no dependa de o ser4:

Z (X; — P
i=1 2
B m— -

que para cada valor fijo de ¢? sigue una distribucién y? de Pearson con n
grados de libertad, pues al ser la media u conocida no hay que estimarla y el
ntimero de grados de libertad es n.

Razonando andlogamente al caso anterior, en donde p era desconocida,
llegamos a obtener el intervalo de confianza:

Y xi-wt Y (X2
-t [4.23]

I .= = ¥ 3
L 1—/2 In—t.a/2

a
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Ejemplo 4.6

El precio de un determinado articulo perecedero en los comercios de ali-
mentacién de una ciudad sigue una distribucién normal. Se toma una muestra
aleatoria de 8 comercios y se observa el precio de ese articulo, obteniendo las
siguientes observaciones:

132 . 125 . 130 . 139 , 126 ., 138 , 124 . 140

Obtener al nivel de confianza del 95 %.
1. Un intervalo de confianza para la media poblacional.

2. Un intervalo de confianza para la varianza poblacional.

Solucién:

A partir de las observaciones muestrales podemos calcular la media y la
varianza muestral:

" 1.054
F== ¥ g 13075
=1

301,5

l n
sf=——0) (x;,— X =

=43,
n—1,5 i

s =,/43.07 = 6,56

1. Elintervalo de confianza para la media poblacional cuando @ es desco-
nocido y 1 — « = 0,95 viene dado por:

_ S = S
l:x — by 7}‘; ; X+ L2 ﬁj|

[131 75—t g8 131,75 + t 6‘56}
19 T lpo2s ) 0.025
V3 V8

En la tabla A.10 de la distribucién (-Student para 7 grados de libertad.
obtenemos los valores t, ,:
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0,025 0,025

2,365

[}
]
L}
]
[}
I
-

—lp02s = —2,365 ly.025

Sustituyendo en la expresién anterior:

/8

6,56 6,56
131,75 — 2,365 —= ; 131,75+ 2,365 —=
v \’/8

[126,25 ; 137,23]
2. Elintervalo de confianza para la varianza ¢ es:
[ (n—1)s*  (n- l}sl-’
Zif— 1, 1-a/2 , Xf— 1, &f2 _

En la tabla A.9 de la distribucién x* con 7 grados de libertad obtenemos los
valores:

2 _ .2 2 — .2
Kn-1 225470025 Y ZXn-1.1-22= X7.0,075
A

= S e

P[1,69 < 7> < 1601] = 095

0

/ i .
X?r.n‘nzs = 1690 ng.u.-ns = 16,015

Sustituyendo en la expresion del intervalo:

7-4307  7-4307
1601 ' 1,690

[18.83 ; 178.39]
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43.3. INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA
DE MEDIAS EN POBLACIONES NORMALES:
MUESTRAS INDEPENDIENTES

Sean dos poblaciones normales e independientes, N(u,, a,) y N(u,, a,), dfe
las cuales se extraen dos muestras aleatorias, que serdn independientes entre si,

(X4, s X, ) € (Y, .., Y, ), respectivamente. Siendo los estadisticos muestrales
correspondientes:
v I & 2 1 \ V)12
X=—3% X, §i= ¥ (A—X)
Ry i=1 Ton— 15
?=lﬂfy. §2 = i(y‘—?}z
e 2 w1y

Consideremos diferentes situaciones:

Medias desconocidas y desviaciones tipicas diferentes pero conocidas

Para obtener un intervalo de confianza para la diferencia de medias pobla-
cionales y, — p, al nivel de confianza del 100(1 — «)% se toman dos muestras
independientes de tamafos n, y n, de las poblaciones N(u,, a,) y N(i, o).
respectivamente. Por el teorema 1.7 sabemos que el estadistico:

1.9

- _ 2 a?
] x n).

=

entonces el estadistico (cantidad pivotal o pivote) que depende de los pardme-
tros u, y p, y de sus estimadores y cuya distribucién muestral no depende de
los pardmetros serd:

XV )
- 2
e —2

X n}'

VA = N(0, 1)

-] ]f‘
(]
=

Razonando de manera andloga al apartado 4.4.1, tendriamos el intervalo:

v _ Vv a; 0',2- = = ol af
L_,=|X-N=-z, [Z+2L ; X-D+z, [*+>| [424]
o ' ny “\'n n

n, o ¥
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en donde los valores z,,, se obtienen en la tabla de N(0, 1), de manera que
o
P(z>z,]= 3

Si los tamafios muestrales n, y n, son grandes, entonces una buena aproxima-
cién al intervalo de confianza para u, — u, se obtiene reemplazando las varian-
zas poblacionales en la expresién [4.24] por las correspondientes varianzas
muestrales observadas S? y S?. Resultando que para muestras grandes, n > 30,
esta aproximacion serd adecuada incluso si las distribuciones poblacionales no
son normales.

Medias desconocidas y desviaciones tipicas iguales y conocidas
El razonamiento es el mismo, tinicamente tendremos que:
o, = ¢, = ¢ conocida

con lo cual el intervalo resultante serd:

s e /1 1 _ /1 1
Loy ™ [(X ~¥)—z,,0 ”_x + n_} y X =DN+z,,0 "_; + n—}:l [4.25]

Medias desconocidas y desviaciones tipicas iguales y desconocidas
En este caso las poblaciones normales de partida son:

Ny 0) 'y Ny, o)
es decir, 0, = g, = 0.
Teniendo en cuenta el apartado 1.7.5, en donde estudidbamos la distribu-
cién de la diferencia de medias muestrales cuando no se conoce la varianza
poblacional, expresién [1.30], aqui podemos utilizar como estadistico (canti-

dad pivotal o pivote) que dependa de los pardmetros p, y p, y de sus estimado-
res cuya distribucién muestral no dependa de ellos, el estadistico:

(X -V~ (u, — )

11

g . fr—t—

_ n, n,
(n, — 1)S2 + (n, — 1)S2 | _
S e (LR
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(X -1 (e —n)
_’[n +n,—2
(n, — 1)S2 + (n, — 1)S2 \/1 L) i

n.+n,—2

[4.26]

n, n,

que sigue una distribucién t-Student con n, + n, — 2 grados de libertad.

Utilizando este estadistico 7 podemos escribir:

Pl~t,, ST<t,,]=1-ua

< (X =V~ (4 — n) <t
S O T ) S L
n,+n,—2 n, o n,

Multiplicando cada término de la desigualdad por el denominador del término
intermedio, restando (X — Y) a cada término y multiplicando por — 1, se tiene:

Pl(X—-Y)—t {n1-I]S§+(ny—'lm)“S? l+|{ — <
3 n,+n, —2 ne n,o e ™ By S
<F -+ (n,— 1)S2+(n, — 1)S? |1 N 1 -1 i
™~ I:UZ nx o n}. o 2 nx n}, - o [ . ]
Por tanto el intervalo de confianza al nivel de confianza del 100(1 — o) %
como:
& - 7 — (n, — 1)SZ + (n, — _'I_)_S-'-i ﬁ + n_,
a2 n,+n,—2 nnn,

o “ DS+ (n, = D)5
X -D+1t,, \/ (n, — VS; + (n, — 1S, Jﬂx + "x] [4.28]

2 nn,

Pl - =1—-a

siendo t,, tal que

o
P[tm+n,-—2 > tauz] =§
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Medias desconocidas y desviaciones tipicas distintas y desconocidas

Las poblaciones normales que consideramos serdn:

N{Aux" O-x} y N(.uy* Jy)

siendo g, # g,

El estadistico (cantidad pivotal o pivote) que dependa de los pardmetros

y p, y de sus estimadores y cuya distribucién muestral no dependa de ellos,
serd el estadistico

?.z(f— N — (e~ n)

—— -1, [4.29]
z  ¢2 v
S 52
n, n

¥
que segun la expresién [1.32] y [1.33] sigue una distribucién ¢-Student con v
grados de libertad, siendo
2 25 2
$. 8
n, ny

y = (Si/?!x}l . (Si/ny)l [4-30]

h—1 n,— 1

y tomaremos como valor de v el valor anterior mds préximo.

Utilizando este estadistico 7'y procediendo igual que en el caso anterior,

llegariamos a obtener el intervalo de confianza al nivel del 100(1 — )% para
la diferencia de medias pu, — p;

= 5 & - I
Ly = |:(X Nty [T = J E=H* by [+ _J:| [4.31]
x n, n, n,
siendo t,, el valor tal que:
o

Plt,>t,,]1= 5



242 CASAS-SANCHEZ, 1. M.

Intervalo de confianza para la diferencia de medias en poblaciones
normales independientes

Desviaciones tipicas diferentes pero conocidas: o, # o, conocidas

Supongamos dos muestras independientes de tamafo n, y n, proce-
dentes de poblaciones normales N(u,, o,) y N(u,, ¢,), respectivamente. Si
las medias para las muestras observadas son x e y, entonces un intervalo
de confianza, al nivel de confianza del 100(1 — x) %, para la diferencia de
medias poblacionales u, — p, viene dado por:

L ol a a; o,
x=)) =2z [—F+<p—n <(x—-y+z —+ 2| [432]
n, n n, n,

en donde z,, es el nimero tal que: P[Z >z,,] = - y la variable alea-

.
2
toria Z sigue una N(0, 1).

Desviaciones tipicas iguales y conocidas: o, = o, = o conocida

L 1 1 o 1 1
[[-\‘ TV T 2a0 [t ST Iy S(XY) 2,00 [ n“] [4.33]

x ¥y x x

Desviaciones tipicas iguales y desconocidas: o, = o, = o desconocida

- b (n, — )si + (n, — 1)s} nx+n}.{ g
(¥ n,+n,—2 nan, el

L (n,— Ds2+(n,— 1)s? [n_+n,
S(x—y+i, \/ : : : [4.34]
2 n,+n,—2 nen,

siendo t,;, el ndmero tal que:  P[t, ;, 2> l,,] = 5

Desviaciones tipicas distintas y desconocidas: o, # o, desconocida

[ 5. & 5 y sy 5
K=Y —tpn =+t~ SE-— P+t [~+=| [435]
n, n, n, n,
- a .
en donde t,, es el nimero tal que: P[r, >1,,] =g y v viene dado

por [4.30].
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Ejemplo 4.7

En un estudio sobre los préstamos realizados por dos entidades financieras
a sus clientes se toma una muestra aleatoria de 6 préstamos de la primera
entidad observando que el importe medio es de 9.972.000 ptas. y una desvia-
cién tipica de 7.470.000 ptas. Una muestra aleatoria, independiente de la ante-
rior, de tamano 9, de préstamos de la segunda entidad muestra un importe
medio de 2.098.000 ptas. y una desviacién tipica de 10.834.000 ptas. Admitien-
do que las dos distribuciones poblacionales de préstamos son normales con la
misma varianza, obtener al nivel del 95 % un intervalo de confianza para la
diferencia entre sus medias poblacionales.

Solucion:
Se trata de obtener un intervalo de confianza para la diferencia de medias

poblacionales cuando las varianzas poblaciones son iguales pero desconocidas.
Utilizaremos para ello la expresién [4.33]:

o (n,— Dsi+(n,— l)s; [n +n,
(X —3— 4 < B — Hy €
e omy,—2 nan,

o (n, — 1)sZ +(n,— s} [n,+n,
S(x—y)+1, :
(x=» "'2\/ n, i~ 2 n.n,

¥

n,=6 x=09972000 s = 7.470.000

X b X

2.098.000 s, = 10.834.000

n,=9 y A

notn—2=6+%—-2=13
Utilizando la tabla A.10 del Anexo de tablas estadisticas, se tiene:

to.02s = 2160

Para simplificar los cdlculos utilizaremos las cantidades en miles de pe-
setas.



244 CASAS-SANCHEZ. J. M.

Sustituyendo en la expresién que nos da el intervalo de confianza tenemos:

6 — 1)(7.470)> + (9 — 1)(10.834)> [6+ 9
[(9.972 ~ 2.098) — (2,160) \/( ST+ — LI ) \/ :
6+9—-2 54

6+9-2 54

6+9 6+9
7.874 — (2,160)(9.680) T 7.874 + (2,160)(9.680) 54

[~ 3.146 ; 18.893]

6— 1)(7.470)* + (9 — 1)(10.834)  [6+9
(9.972 — 2.098) + (2,160) \/{ (74707 + (90— 1)( }\/ ]

que seria el intervalo de confianza al nivel de confianza del 95 %.

Observemos que este intervalo incluye el cero, lo cual podemos interpretar-
lo como que no existe diferencia significativa entre los importes medios de los
préstamos de ambas entidades linancieras al 95 % de confianza.

Ejemplo 4.8

Supongamos que una mdquina automdtica de envasado de un producto
quimico estd preparada para depositar 8 c.c. de producto en cada frasco de la
cadena de envasado. Antes de proceder a una revision y ajuste de la mdquina
se toma una muestra aleatoria de 4 frascos observando que la cantidad, medica
en c.c., depositada de producto quimico en cada frasco ha sido:

688 , 734 |, 692 , 726

Después de revisada y ajustada la mdquina se vuelve a tomar otra muestra
aleatoria de 5 frascos, observando que las cantidades depositadas de producto
quimico han sido:

710 , 765 , 733 , 793 |, 749

Suponemos que las distribuciones del contenido de producto quimico en
los frascos son normales y que la varianza poblacional varia cuando la madqui-
na se revisa y se ajusta.

Obtener un intervalo de confianza al nivel de confianza del 98 % para la
diferencia de las medias poblacionales.
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Solucion:

Se trata de obtener un intervalo de confianza para la diferencia de medias
poblacionales cuando las varianzas son distintas y desconocidas. Utilizaremos
la expresion [4.35]:

s2 §? st 2
R L P L
I: ) /2 n, ”,» = Mx #y =5 xf2 n, n“.

siento t,, tal que

o
P[I\- > [m!] = E

en donde v viene dado por la expresion [4.30].

A partir de las muestras podemos obtener:
_ 1
X=3 (6,88 + 7,34 + 6,92 + 7,26) = 7,1

|
st = [(688 = 7.10)* + (7,34 — 7,101 + (6,92 — 7,10)* + (7,26 — 7.101] =

= 0,0546

1
y= 5 (710 + 7,65 + 7,33 + 793 + 7.49) = 7,5

2
s}

1
4 0,10 = 7,57 + (7,65 — 7.5 + (7,33 - 7.5) + (793 — 7,51 +

+ (7,49 — 7,571 = 0,099

s 0,0546
—=—-=0,0137
n, 4

52 _ 0,099

=0,0198
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El nimero de grados de libertad v se obtiene sustituyendo en la expresién
[4.29]:

(00137 4+ 0,0198)* "
~(0,0137)? M (0,0198)* v
3 4

7~8

v

Utilizando la tabla A.10, del Anexo A de tablas estadisticas, tendremos el
correspondiente valor de la ¢-Student:

Plty > ty0,] = 001
to.01 = 2,896

El intervalo de confianza serd:

0,0546 0,099 0,0546 0,099
[(7.1—?.5)-[2.896} / 7t (11-7.5)+(2896) 4--+--5—]

[—0929 ; 0,129]

434. INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE
MEDIAS EN POBLACIONES NORMALES: MUESTRAS
APAREADAS

Ahora tratamos de obtener un intervalo de confianza para la diferencia de
dos medias cuando las muestras extraidas de las poblaciones normales no son
independientes y las varianzas poblacionales no tienen porqué ser iguales. Es
decir, supongamos que oblenemos una muestra aleatoria de n pares de obser-
vaciones (X, ¥,)---(X,, ¥,) de poblaciones normales'’ con medias u_y Uy, €n
donde (X, .., X,) indica la muestra de la poblacién con media pu, y (Y, ..., X,)
indica la muestra de la poblacién con media p,.

En este caso podemos reducir la informacién a una sola muestra (D, ..., D,)
en donde:

Di=X,—-Y, , i=1..,n

" Se admite que (X, V) sigue una distribucién normal bivariante.
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y por las propiedades de la distribucién normal, esta muestra (D, .., D,) proce-
derd también de una poblacién normal de media:

up=E[D]=E[X;, - Y]=E[X] - E[Y]=p— 1,

y varianza desconocida, 3.

La varianza poblacional, a3, se puede estimar por la varianza muestral S}
que seria la varianza de las diferencias que constituyen la muestra:

si=—— ¥ (0, D)

=] =1
siendo
D= D,

[}

==
=

1

Un estimador puntual de la media poblacional de las diferencias:

.u‘.D = Uy~ nu'y
viene dado por D.

Como la varianza poblacional es desconocida y pretendemos obtener un
intervalo de confianza, al nivel de confianza del 100(1 — «) %, para y, procede-
remos de manera andloga al apartado 4.4.1 referente al intervalo de confianza
para la media de una poblacién normal cuando ¢ era desconocida. Asi pues,
buscaremos un estadistico (cantidad pivotal o pivote) que depende del pardme-
tro u, y de su estimador y cuya distribucién muestral no depende de p,. Ese
estadistico serd:

D—u
T: " .-’?_)rn—l
d/\/n

que se distribuye seglin una ¢-Student con n — 1 grados de libertad.

El intervalo de confianza se obtendrd como sigue:

ﬁ_ﬂn

Su/n
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de donde se tiene:

PlD-t, L D =N W
‘:;27%“950"",;2— =1 g

Ay

o bien

siendo t,,, tal que se verifica:

Jn

[4.36]

X
P[Iu 1 > r:a‘.’.] =5

Intervalo de confianza para la diferencia de medias en poblaciones

normales apareadas

Supongamos que tenemos una muestra de n pares de observaciones
de las poblaciones con media u, y p,. Sea d y s, la media y desviacién
tipica muestral de las n diferencias d; = x; — y,. Si la distribucién pobla-
cional de las diferencias es normal, entonces el intervalo de confianza al
nivel de confianza del 100(1 — «)% para u;, = u, — p, viene dado por:

d - Im.:'Z = ““E -uD "“<~ d + Iml __._/_ [437]
e ) VAL

donde 1, , es tal que

o
Pit,.; > ":xz] ZE

y la variable r, _, sigue una distribucién (-Student con n — 1 grados de

libertad.

Ejemplo 4.9

La tabla 4.1 muestra el consumo de gasolina por 1.000 km de una muestra
aleatoria de 9 coches con dos carburantes X e Y. Si admitimos que los consu-
mos de gasolina se distribuyen normalmente, obtener un intervalo de confian-
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za al nivel de confianza del 99 % para la diferencia de las medias poblacio-
nales.

TaBLA 4.1.  Consumo de gasolina por 1.000 km, para los modelos X e Y.

Modelo X Modelo Y Diferencias d, d’

1 132 124 8 64
2 139 141 -2 4
3 126 118 8 64
4 114 116 =2 4
5 122 114 8 64
6 132 132 0 0
7 142 145 3 9
8 119 123 —4 16
9 126 121 5 25

18 250

Solucion:

Con la informacién de la Tabla 4.1 podemos obtener la media y la varianza
de las diferencias d; en el consumo de gasolina

N 1

d—;ig“ldi—als—z
n _ l n ) _
Z = dp —(Z d;—ndz)
i=1 n—1\;=

1
=§(250-—9-4)=26,?5
s = 517

Segtin la expresién [4.37] el intervalo de confianza serd:

Iﬂu=|:3_rw2—j/§: ’ d+!12\/_:|
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en donde t,, lo obtenemos utilizando la Tabla A.10 del Anexo A, correspon-

diente a la distribucién t-Student,

o
P[tn—l > '[:IZJ = 5

P[tg >ty 9051 = 0,005

to,005 = 3

355

Sustituyendo en la expresién del intervalo, se tiene:

5,17 517

I, =|2-3355== ; 2+3355=~

> NG J9
[-3781 ; 7,781]

4.355.

INTERVALO DE CONFIANZA PARA EL COCIENTE

DE VARIANZAS EN POBLACIONES NORMALES

Varianzas desconocidas y medias desconocidas

Consideramos dos muestras aleatorias de

tamano n, y n, independientes,

procedentes de poblaciones normales N(u,, a,) y N(u,, a,), respectivamente,
con medias y varianzas desconocidas, y se pretende obtener un intervalo de
2

x : g
confianza para el cociente de varianzas —.
a
¥

Teniendo en cuenta el apartado 1.7.6, en donde estudidbamos la distribu-
cién del cociente de varianzas cuando las medias poblacionales eran descono-

cidas, entonces, aqui podemos utilizar como

estadistico (cantidad pivotal o

pivote) que dependa de los pardmetros desconocidos o2 y rr;’ y de sus estima-
dores y cuya distribucién muestral no dependa de los pardmetros, el es-

tadistico:

fi 2
o / (n, — 1)
=

(1, — 1)2 |

¥
o; /

F=

U)!U:

= kN

(n,— 1)

que sigue una distribucién F-Snedecor con n, —

qu-l l‘—:qn

nx=1,n,—1

1yn, — 1 grados de libertad.
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Utilizando este estadistico F y observando el Gréfico 48 podemos es-
cribir'®:

P[}:n,—l, n=1, a2 < F < ‘Ful— Lon—1t -J-l] =1lea

F

Fu.—l, n, =1, 2/2 Fu.-'l. n—=1 1=—a/2
GRraAFICO 48.  Distribucion F, _, |
2 2
P| F <x% = =
n—=L on—1, z.-'!“‘-sz 254 -n—1I,1-u2 o
y 9x

SZ
Multiplicando cada término de la desigualdad por S—; y después al invertir cada

término, cambiando el sentido de la desigualdad, nos quedard'*:

P[s§ I o 1 ] :
= e e————— R | =@
Si 'Fna—l. A=, L —af2 0,\2 Fn,—l. n—1, 22

S bl

Luego el intervalo de confianza al nivel de confianza del 100(1 — 2) % sera:

[S—i L E ] [438]
ng Fn om,—1, 1 -22 ' Sf =1 22, '

s

" La tabla A.11 correspondiente a la distribucién F-snedecor nos da:

PIF<F, , )=«

My Ny

Y Teniendo en cuenta la propiedad de reciprocidad de la F-Snedecor

F, =70 obien F | . -n=
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Varianzas desconocidas y medias conocidas

Teniendo en cuenta el apartado 1.7.6.a utilizaremos como cantidad pivotal
o pivote el estadistico:

*
x .'
F f = st .
—— ——
§*2 %2 2 n.n
.'- / S}' ax

que sigue una distribucién F-Snedecor con n, n, grados de libertad.
Procediendo de manera andloga al caso anterior llegariamos a obtener el
siguiente intervalo de confianza:

§*2 1 s _—
Srl Frr,. n, |-a2 ’ S:z Fri.. n. w2 ‘

siendo

1 & 1 n
SeP= X (Xi—p) 3 SPP=— ) ()

xi=1 yi=1

Intervalo de confianza para el cociente de varianzas en poblaciones normales

Varianzas desconocidas y medias desconocidas

Supongamos dos muestras aleatorias independientes de tamafios n, y
n, seleccionadas de dos poblaciones normales. Si las varianzas para las
muestras observadas son sﬁ y s;" entonces un intervalo de confianza, al

2
: ; 3 g, .
nivel de confianza del 100(1 — «) % para el cociente de varianzas —% viene
a
¥
dado por:
2 2 2
57 1 oL st 1
L—Z‘F—ﬁ—lagFi [4.40]
vy n=1 =1 1-a2 ¥ Sy a,—1, n,—1, a2
Varianzas desconocidas y medias conocidas
2 2 i & 4
s | a s 1
X X X
[d;———sqsﬂ;——] [441]
sy Ny Ny, | —&f2 o-}' .\}, Hy, o, o2

siendo

w=—zu—m2;f=—zmwm

Ry i=1 y i
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Ejemplo 4.10

Supongamos que la distribucion de las notas en la asignatura de estadistica
en segundo curso de la licenciatura de econémicas sigue una distribucién nor-
mal en los dos grupos existentes. Seleccionada una muestra aleatoria de 21
alumnos del primer grupo y otra de 26 alumnos del segundo grupo, ambas
independientes, se obtiene como varianzas 1.250 y 900, respectivamente. Obte-
ner un intervalo de confianza para el cociente de las varianzas poblacionales al
nivel de confianza del 90 %.

Solucion:

Como las medias poblacionales son desconocidas utilizaremos la expresiéon
[4.40] para el intervalo:

52 1 - ol _ s 1
“f Fn‘ I.n-l‘l--'xa)l'\hsf‘F
n, =26 sy2 = 900
PLF < Fyp, 35 0051 =095 = Fj4 35 09s5= 201
P[F < F:u. 25, 0.05] = 0,05

Como este valor no viene en las tablas aplicamos la propiedad de reciproci-
dad y tenemos:

1 1
Fao. 25, 005 = Fis. 20, 0,95 T 207 G

Sustituyendo en la expresién del intervalo, se tiene:

1250 1 1250 1
900 2,01 ° 900 048

[0,69 ; 2.89]
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44. INTERVALOS DE CONFIANZA EN POBLACIONES
NO NECESARIAMENTE NORMALES

Hasta ahora hemos considerado que las poblaciones de partida eran nor-
males y se han obtenido intervalos de confianza para distintos pardmetros.
Pero en muchas situaciones nos podemos encontrar con poblaciones cuya dis-
tribucién no es conocida, no siendo de aplicacién los criterios dados anterior-
mente'®, y por eso daremos aqui otros métodos de obtencién de intervalos de
confianza que, en general, serdn aplicables a cualquier tipo de poblacién, aun-
que no se conozca su distribucion.

44.1. APLICACION DE LA DESIGUALDAD DE CHEBYCHEV
PARA LA OBTENCION DE INTERVALOS DE CONFIANZA

Si no se conoce la distribucién de la poblacién, entonces podemos utilizar
la desigualdad de Chebychev'’ para obtener un intervalo de confianza para la
media u de cualquier distribucién con varianza o conocida.

En efecto, si (X, .., X,) es una muestra aleatoria simple procedente de una
distribucién con varianza ¢” conocida, sabemos que un buen estimador de la
media poblacional u es la media muestral X, que evidentemente es una varia-
ble aleatoria, cuya media y varianza son:

E[X]=u

2

_ @
Var(X) = —
n

Aplicando la desigualdad de chebychev:

PUR — B(RY <Kz 1 - VP o
C XN <kl k2 nk?
_ o’
PIX — ui <K >1- [4.42]

'* En el apartado 4.2 ddbamos el método pivotal y método general de Neyman para la obtencién
de intervalos, en donde era necesario conocer la funcién de distribucién de la poblacién, pero no es
necesario que las distribuciones sean normales.

' La desigualdad de Chebychev para cualquier variable aleatoria X se puede expresar como:

2
T
PX —pul=k] =1 A
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y si queremos un nivel de confianza mayor o igual al 100(1 — %)%, haremos:

3

nk?

=1-ua

de donde

y sustituyendo en la desigualdad de Chebychev, tenemos:

P[IX — pl <

a
=" — /]_
.H’TG(:I> *

de aqui que:

Pl =

[X_ﬁ <X+ \;"_le—a

Luego el intervalo de confianza al nivel del 100(1 — )% o superior para u
serd:

[f— 7, J?+L] [4.43]
Jm X m '

Ejemplo 4.11

En una central telefénica se seleccionan 150 llamadas telef6nicas, observdn-
dose que el tiempo medio que tardan en descolgar ¢l teléfono los receptores de
esas llamadas era de 2 segundos, con una desviacién tipica de 0,6 segundos. Se
pide, para un nivel de confianza del 99 %:
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1. Sin hacer ninguna hipétesis sobre la poblacién de llamadas telefénicas,
obtener un intervalo de confianza para el tiempo medio que tardan los
usuarios en descolgar el teléfono, suponiendo que la desviacién tipica
poblacional es 0,6.

2. Suponiendo que la poblacién de llamadas telefénicas sigue una distri-
bucién normal con desviacion tipica 0,6, obtener un intervalo de con-
fianza para el tiempo medio que tardan los usuarios en descolgar el
teléfono.

3, [dem al caso anterior pero sin conocer la desviacién tipica de la pobla-
cion.

Solucion:

1. Como no conocemos la distribucién de la poblacién tendremos que
utilizar la desigualdad de Chebychev para obtener el intervalo de confianza.
Asi pues, segiin la desigualdad de Chebychev, expresién [4.42]:

0,2

P[IX —u<kl=>1-—
[| Aul ] "kl

Como utilizamos un nivel de confianza del 99 %, tendremos:

0,67
T
0,36
T 0,01
0,36
% i s TR =
150-(0,01) =04

[12 — pu| < 0,489]
[2—-0489 < u< + 0489]

Luego el intervalo de confianza ser4:
[1,511 ; 2,489]

Evidentemente llegarfamos al mismo resultado sustituyendo directamente
en la expresion [4.43] del intervalo de confianza.
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2. Como admitimos que la poblacién es N(u, 0,6) con desvicién tipica
conocida, aplicaremos la expresion [4.12]

en donde z,, es tal que
P[Z>z,,;]=+

v Z - N(0, 1).

Sustituyendo en la expresién del intervalo:

[2 ug <UL+ 06 :I
0,005 VJ_ISO I 0,005 \rf—l 30

De la tabla A.7 correspondiente a la distribucién N(0, 1) se tiene que:

P[Z > 24,0051 = 0005 = Zg.50s = 2575

0,6 0,6
I:Z =23 ——. ; ZEZ375 —-_.—_}

V150 V150

[2-0126 ; 2+ 0,126]
[1,874 ; 2,126]

3. Como la distribucién de partida es normal y no conocemos la desvi-
cion tipica de la poblacién, entonces utilizaremos la expresién [4.19]

s 5
X—ly,—F—=SUusX+t 2——]
[ af \/" x/ ﬁ
en donde t,, es tal que

o
Plt,_, >1t,,] = 2

y la variable ¢, _, sigue una distribucién t-Student con n + — 1 grados de li-
bertad.
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Sustituyendo en la expresion del intervalo:

[2 0,6 54 0,6 }
0,005 Jis0 0.005 7

De la Tabla A.10 correspondiente a la distribucién t-Student con 149 gra-
dos de libertad, se tiene, aproximadamente, puesto que utilizamos el valor 150,
que:

P49 > to,00s] = 0,005 = tg 405 = 2,609

0,6 0.6
2-2609—/— ; 2+ 2609 —

J150 J150

[2-0128 ; 2+ 0,128]

(1,872 ; 2,128]

44.2. INTERVALOS DE CONFIANZA PARA MUESTRAS GRANDES

Los métodos descritos para la obtencién de intervalos de confianza (méto-
do pivotal y método general de Neyman) presentan algunas deficiencias prdcti-
cas. Asi pues, el método pivotal depende de la posibilidad de encontrar un
estadistico o cantidad pivotal que contenga ¢l pardmetro y su estimador y tal
que su distribucién muestral no dependa del pardmetro; pero tal estadistico
puede no existir. Por otro lado, el método general de Neyman puede implicar
cédlculos pesados. Por estas razones daremos otros métodos que pueden ser
utilizados si tenemos una muestra grande, y que s¢ basan en la distribucién
asintética del estimador de médxima verosimilitud, si es que existe, o en el
Teorema Central del Limite.

4.4.2.1. Intervalos de confianza para muestras grandes a partir
de un estimador de maxima verosimilitud

Sabemos que si () es un estimador de maxima verosimilitud'® del pardme-
tro 6, entonces para muestras grandes es asintéticamente eficiente y asintética-
mente normal y segiin la expresién [3.11] se tiene:

6 — N0, \/Var (6)

" Véase apartado 3.3.1 sobre propiedades de los estimadores de maxima verosimilitud.

-
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en donde la Var(@} coincide con la cota de Frechet-Cramer-Rao:

1

Var) = = e O
nE 0

Lo cual nos permite llegar a que:

-0
Z=—=—— — N, 1) [4.44]

 Var(g) "=

es decir, cuando n — o el estadistico Z se aproxima a una distribucién N(0, 1).
En consecuencia el estadistico
0-0

Var(f)

4

lo podemos utilizar como cantidad pivotal o pivote, pues depende del pardme-
tro y de su estimador y su distribucién es independiente del parimetro, pues
para n grande es aproximadamente N(0, 1).

En consecuencia para el nivel de confianza del 100(1 — ) %, se puede obte-
ner un intervalo de confianza aproximada para el pardmetro 0 a partir de la
expresion:

0-0
P “Zypy S—T—= S, =1

0)

PO — z,, /Var@) <0< 0+ z,, /Var(@)] =1 —

Luego el intervalo de confianza para el parimetro 6 serd:
I,=[0- 2,2 A/ Var(0) ; 0 + Z,5 / Var(8)] [4.44]
siendo z,,, tal que

PlZ>z,,]=

o R

se puede comprobar que los intervalos de confianza construidos para muestras
grandes a partir de un estimador de mdxima verosimilitud son de menos am-
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plitud, es decir, son mds precisos que los obtenidos a partir de cualquier otro
estimador.

Este procedimiento general para construir intervalos de confianza para
muestras grandes lo podemos resumir en los siguientes pasos:

I. Se determina el estimador de mdxima verosimilitud 6 del pardmetro 0.

2. Se obtiene la Var(0), directamente o utilizando la cota de Frechet-
Cramer-Rao.

3. En la expresién de la Var (0) si aparece el pardmetro 0 se sustituye por
su estimador de mdxima verosimilitud, 0.

4, Sc¢ construye el intervalo de confianza al nivel de confianza del
100(1 — 2)% utilizando la expresion:

I,=[0 - z,, \/V_al;(-f}r) s G+ 2z, \/'Var{?i‘]-]
Ejemplo 4.12

Obtener el intervalo de confianza al nivel de confianza del 90 % para el
pardmetro a utizando una muestra de tamaiio 144, procedente de una distribu-

1
cién F(l, —), sabiendo que la media de la muestra es 5.
a

Solucién:

1
La funcién de densidad de la l'(l, ;:) serd:

X

f{x;ﬂ'}:;e a x>0 , a>0

Seguiremos los cuatro pasos indicados.
1. En el ejemplo 3.11 se obtenfan los estimadores de mdxima verosimilitud
; 1
de una I'(p, a), luego facilmente se observa que en nuestro caso de una F(l, —) el
a

estimador de mdxima verosimilitud del pardmetro a serd:

a=X
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2. La Var(a) sera:

Var(X) a?

Var(d) = Var(X) =
n n

pues en la I'(p, a) habiamos obtenido que

Var(X) = =

1
y aqui estamos considerando una l'(l. —')
€

3. Ya que la Var(a) depende del pardmetro a, lo reemplazaremos por su
estimador X, luego

o XY 2
Var(a) = = - m

4. Aplicando la expresion [4.45] tendremos el intervalo:
1,=[d— Zy0s/Var(@ ; 4+ Z,s+/Var(d)]
De la Tabla A.7 correspondiente a la N(0, 1), tenemos:

P[Z > 250s] = 005 = 24, = 1,645

S 1,645 | . 5+ 1645 |2
144 ° T 144

[5- 0685 ; 5+ 0,685]
[4314 ; 5685]

que serd el intervalo de confianza para el pardmetro a al nivel de confianza
del 90 %.

4.4.2.2. Intervalos de confianza para muestras grandes aplicando
el Teorema Central del Limite

Supongamos una muestra aleatoria simple (X,, ... X,) suficientemente
grande procedente de una poblacién con dlslnbucum desconomda y varianza
o’ finita conocida y deseamos obtener un intervalo de confianza al nivel del
100(1 — =) % para la media, desconocida, u de la poblacion.
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Puesto que se cumplen la hipétesis sabemos por el Teorema Central del
Limite que cuando n es suficientemente grande:

i=1 _ =1 i

a(s,) e - =
HVar(Z Xi) Ve
i=1

Luego podemos utilizar el estadistico

=S..—E[S,.]=.-=Zl X‘—E[Z ijl > X;—nu 7

- N(0, 1)

S99

X —p

T

Z =

/

\/?

-

como cantidad pivotal o pivote, y tendriamos:

€z, |=1—ua

y de manera anédloga a como procediamos anteriormente, llegaremos a que el
intervalo de confianza al nivel del (1 — )% serd:

- a - a
I.ﬂ =k = Za12 g ; X+ z:y.‘! — [4-4{)]
AL \/n

siendo z,, tal que

ox
P[Z)-Z!u] =5

y Z se distribuye aproximadamente segtin una N(0, 1).

La diferencia con los intervalos obtenidos anteriormente en que aquellos
eran exactos y ahora son aproximados y sélo son vidlidos para muestras gran-
des, n > 30.

Cuando o2 es desconocida se toma como valor aproximado la varianza
muestral S2, y se obtendria como intervalo de confianza:

- S - S
L=|X—2p3—F  X+tz—— [4.47]

Jn Jn
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expresion equivalente a la [4.18] pero ahora cuando n es grande:
ty-1 —> N0, 1)

es decir la t-Student tiende a la distribucién N(0, 1).

Expresién andloga a la [4.47], obtenida anteriormente, se tendrd para el
caso de la diferencia de medias poblacionales, llegando a obtener:

SZ SZ 2 2
I, _,=|X-N+-2, [Z+=2 ; X-P+z, [Z+2 4.48
Hx— iy [( Y) 2 \['n_ n, ( N+z,, n, n,] [4.48]

Ejemplo 4.13

De los exdmenes correspondientes a una oposicién realizada a nivel
nacional, se extrae una muestra de 75 ejercicios correspondientes a mujeres y
otra de 50 ejercicios correspondientes a hombres, siendo la calificacién media
de la muestra de mujeres 82 puntos con una desviacién tipica muestral de 8,
mientras que para los hombres la calificacion media fue de 78 con una desvia-
cién tipica de 6. Obtener el intervalo de confianza al nivel de confianza del
95 % para la diferencia de la puntuacién media p, de las mujeres y la puntua-
cién media u, de los hombres.

Solucion:

Como las muestras son suficientemente grandes, pues son mayores que 30 y
las poblaciones no son normales podemos obtener un intervalo de confianza
aproximado utilizando la expresion [4.48] en donde sustituimos las varianzas
poblacionales por las varianzas muestrales, obteniendo el intervalo:

‘,ﬂx_.l»*r = [{JE = =

Asi pues del enunciado se tiene:

y=178 s,=6  n,=350

P[Z > zg 9351 = 0,025

Z5 025 = 1,96
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Sustituyendo en la expresién del intervalo tenemos:

(82 — 78) — 1,96 64 36 82— 78) + 196 [ 43
) 196 35t 50 )+19% 75T 50

[4 —(1,96)(1.25) . 4+ (1,96)(1,25)]

[155 ; 6.45]

4.5. INTERVALO DE CONFIANZA DE UNA PROPORCION

Sea una poblacién binomial B(1, p) y una muestra aleatoria de tamafio n de
esa poblacion, es decir realizamos n repeticiones del experimento de Bernoulli
que estamos considerando, y deseamos obtener un intervalo de confianza al
nivel del 100(1 — «)% para el pardmetro poblacional p.

Consideramos dos situaciones segiin que ¢l tamafno de la muestra sea pe-
quefio o sea grande.

45.1. INTERVALO DE CONFIANZA DE UNA PROPORCION
PARA MUESTRAS PEQUENAS

En esta situacién no podemos encontrar un estadistico (cantidad pivotal o
pivote) que redna los requisitos necesarios para aplicar el método pivotal y
entonces tendremos que recurrir al método general de Neyman, que desarrolla-
mos en el apartado 4.2.2.

Para aplicar este método necesitamos obtener un estimador del pardmetro
p. y en este caso consideramos el estimador de médxima verosimilitud que para
la B(1, p) sabemos que viene dado por:

X ndmero de éxitos en n pruebas

p n nimero de pruebas

a X
que para una muestra concreta seria p = —.
n
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Ahora tendriamos que obtener la funcién de probabilidad " del estimador

X
n nx“ _ }n—nx
nx P P g =

p = —, que serd:
n
Si admitimos que p = p,. entonces segin el método general tenemos que
obtener dos valores p; y p,, tales que

2
= ey’ 1
n

1
05_9
n

x=0

. B\ ~ o '
PHp<p)= Y e A PTESS

=

. . n R
Pp=p)= Y oy )P0 = D) <

X = px
y si p = p,, bastard sustituir en ambas expresiones p por p, !

Estas ecuaciones se pueden resolver para obtener los valores aproximados
de p; y p,. pero los cdleulos son bastante pesados incluso para valores modera-
dos de n, pues se tendrian que hacer consecutivamente dando valoresa p; y p, y
observando el error. De esta forma obtendriamos al nivel de confianza del
100(1 — )% un intervalo para el pardmetro p:

Ante la dificultad de resolucion de estas ecuaciones, Clopper y Pearson
decidieron acudir a un método grifico, o mediante dbhacos que obtuvieron
resolviendo ecuaciones del tipo anterior para distintos valores de x con n y o
fijos. Asi pues, para cada valor de x, es decir para cada muestra, y, en conse-

. " X y .
cuencia, para cada valor de p = —, se tienen dos soluciones, que en el plano
n

cartesiano (p, p) vendrdn representadas por dos puntos uno inferior p; y otro
superior p,. Uniendo los puntos inferiores, por una parte, y los puntos superio-

. X
' Cuando queremos estimar el pardmetro p en la B(1, p), utilizamos la cantidad p=¥ = —,

n
siendo X el nimero de éxitos en n prucbas, que sigue una B(n, p). Ahora para obtener la distribu-

cién de ¥ consideramos ¥ = g(X) = — que es una aplicacién de uno en uno, luego tenemos:
n
n ""[] ]n" nx {} I 2 ’
- 3 =0 = =5 w

P (x) = Pylnx) = (\nx P P non

0 en ¢l resto
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res correspondientes, por otra, se obtiene una curva inferior y otra superior
para cada n y 1 — « considerados. Asi pues, para un nivel de confianza del
95 % vy para distintos valores de n tenemos el conjunto de curvas o dbacos
que aparecen en el gréfico 4.9. Existen tablas en las cuales aparecen gréficos
de este tipo para cada valor del nivel de confianza. En la Tabla A.13 del
Anexo A de tablas estadisticas se dan gréficas para los niveles de confianza
del 95 y 99 %.

‘6=_:__‘—Iﬂ'
55§38 cEesERERSIESEERREERRRE
0,90 0,10
085 |— ; o1s ?
0,80 ,//}0 e 0,20
adZely
0,75 /, /, },-yé 0,25
0,70 /,//,/ o /’-/ ﬁ/ 0.30
AN AT N1
“t] e
0,60 - L] o L~ /'/9' A 0,40
/‘/ 1/ // / z//‘// ///
e SV 9%Zer s> 4222 2%92% 2N
0,50 //,/ /,’/////*/ /ﬁ;;‘, | 0.50
AN o .
e
wl A 5
0,35 /./,// ///,//ﬂf/ f;/;/{;/?f /ﬁé 0,65
A
W
W
0.20 /;/ ’//;; /’,4¢C;ﬁ;§ﬁ;//§ .
- ’ g / .
s[4 ;/éf/j/ . ;,ﬁﬁfigjgffﬁﬁ/ﬁ? -
//’,’//// A AT,
0.0 ///// 7/3’; %;; A //://w_/,/// -
W o722 e e
W= i
o Vo F -
§Es8EcEsssEREREEEEEEERERRE

GRAFICO 4.9. Grdficas de intervalos de confianza del pardmetro p de una distribucion
hinomial al nivel de confianza del 95 %.(Fuente: Tables for Statisticians,
Biometrika, vol. 1, 1966.)
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Cada grifico presenta valores de p en la parte inferior y la parte superior y
valores de p a la izquierda y a la derecha. La escala inferior de valores de p
entre 0,00 y 0,50 y la superior entre 0,50 y 1,00. Asi pues cuando p toma valores
en la escala inferior los limites del intervalo de confianza para p se tienen en la
escala de la izquierda, y cuando p toma valores en la escala superior, los limites
del intervalo se tienen en la escala de la derecha.

Ejemplo 4.14

De una muestra aleatoria de 20 votantes para la eleccién de un candidato
A, resulta que 6 tienen intencién de votar al candidato 4. Obtener un intervalo
de confianza para el pardmetro p, proporcién de votantes del candidato A, al
nivel de confianza del 95 %.

Solucion:

Con la muestra de tamano n = 20 se obtiene que x = 6 y, por tanto, la
estimacién serd:

TR B
Py T

Para obtener los limites de confianza para p al nivel del 95 % nos situamos
en el punto p = 0,30 del eje de abscisas (eje Op) del Grafico 4.9, se levanta una
vertical hasta cortar las curvas correspondientes a n = 20, y se proyectan los
dos puntos resultantes sobre el ¢je de ordenadas (eje Op) que nos darian los
valores p, = 0,11 y p, = 0,54.

Luego el intervalo para el pardmetro p sera:
[0,01 ; 0,54]

Si el dmero de personas que tienen intencién de votar al candidato A
hubiera sido de 14, entonces x = 14 y

p 20 k]

entonces este valor de p = 0,70 lo buscariamos en ¢l ¢je O'p superior y proyec-
tariamos sobre ¢l eje O'p de la derecha, asi pues obtendriamos el intervalo

(046 : 0,89]
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4.52. INTERVALO DE CONFIANZA DE UNA PROPORCION
PARA MUESTRAS GRANDES

Supongamos una poblacién B(1, p) y consideramos una muestra aleatoria
de tamaiio n suficientemente grande, es decir, realizamos un niimero grande de
repeticiones independientes del experimento de Bernoulli que estamos conside-
rando y queremos obtener un intervalo de confianza al nivel del 100(1 — «) %
para el pardametro p.

Sabemos que el estimador de mdxima verosimilitud del pardmetro p de una
B(1, p) viene dado por:

X ntimero de éxitos en n pruebas

P nimero de pruecbas

y para una muestra concreta de tamafo n la estimacién serd:
. X
P=_
n

Teniendo en cuenta el apartado 4.5.2.1 y recordando las propiedades de los
estimadores de maxima verosimilitud, diremos que el estimador p es asintética-
mente normal, es decir:

p — N(E[p]. \/Var(p)

en donde:

X
FL#) = B[;] ==

Pl —p _pPq
n n

X X\ 1 1
Var(p) = Var(—) =z Var (X) = 2 np(l = p) =

Luego™
. Pq
p— N(p.‘ _)
v n

2 También vefamos al estudiar la distribucién de la proporcién muestral, apartado 1.8, que
segiin el Teorema Central del Limite:
- N(p- @)
n
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Lo cual nos permite decir que el estadistico

z=2"£_ N0 1)

P4
n

se aproxima a una distribucién N(0, 1) cuando n es suficientemente grande,
n— 0.

En consecuencia este estadistico Z lo podemos utilizar como cantidad pi-
votal o pivote, pues depende del pardmetro y de su estimador y su distribucién
es independiente del pardmetro p, pues se trata de una N(0, 1). Por tanto,
podremos obtener un intervalo de confianza para el pardmetro p al nivel del
100(1 — 2)% a partir de la expresién

Pl-z, <" ZL<z,|=1-0
b

h

-
Multiplicando cada término de la desigualdad por !ff, restado después a

cada término p y multiplicando por — 1, se tiene:

& Pq " rq
P[p ' /—ﬂ- Sp<ptzy, —';] =1—ux [4.49]

Pero los limites de la expresién [4.49] dependen del pardmetro desconocido p.
Si n es grande una solucién satisfactoria se obtiene sustituyendo p por su
estimacion p en el limite interior y en el limite superior, resultando:

: pd : Pd
Pl:p ~ Zurz . spsptz,, \/—;—:| o~ | —o [4.50]

Luego el intervalo de confianza al nivel de confianza del 100(1 — x) % para
el pardmetro p serd:

i P4 i P4
Iy= [p “Zya 3 Ptz _} [4.51]
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en donde z,, es tal que

o
PIZ >2,,] =5

y la variable aleatoria Z sigue una N(0, 1) cuando n es suficientemente
grande?";

Intervalo de confianza para la proporcion poblacional para muestras grandes®

Sea una poblacién B(1, p) v si p representa la proporcién de éxitos en una
muestra aleatoria de tamano n suficientemente grande v ¢ =1 — p. en-
tonces un intervalo de confianza aproximado para la proporcién pobla-
cional p al nivel de confianza del 100(1 — &) % viene dado por:

; P . Pq
[p — Z,p9 f; Sp<p+z,, ?} [4.52]

en donde z,, es tal que

P[Z>z,,]=

y la variable aleatoria Z sigue una distribucién N(O, 1).

Observando la expresion [4.52] podemos decir que si la estimacion p ocu-
pa el lugar central o punto medio del intervalo de confianza, entonces p estima
puntualmente, sin error, el valor del pardmetro proporcién poblacional p, pero
generalmente esto no sucederd y se cometerd un error en la estimacion que
vendrd dado por la diferencia positiva entre el verdadero valor del pardmetro p
y la estimacién p, y ademds tendremos la confianza del 100(1 — 2)% de que
este error a lo sumo serd

<1 Algunos autores consideran que la aproximacién es buena cuando np > 5y n > 30,
= Los intervalos uniluterales vienen dados por

i pq 5 ba
(_ B \/;] y [F Za2 \/;a T ’5)
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Graficamente el error que se comete al estimar el pardmetro p mediante p
serd:

p
% |
« error —

—_—r
-1 =

. q
P— 2y [— Ptz [

Ejemplo 4.15

Se selecciona una muestra aleatoria de 600 familias, a las cuales se les
pregunta si poseen o no ordenador personal en casa, resultando que 240 de
esas familias contestaron afirmativamente. Obtener un intervalo de confianza
al nivel del 95 % para estimar la proporcién real de familias que poseen orde-
nador personal en casa.

Solucion:

El estimador puntuar de p sabemos que es:

b=

y para la muestra concreta de 600 familias la estimacidn correspondiente serd:

[ o)

I - 40
p=—= = 0,40
n

gl

Utilizando la Tabla A.7, correspondiente a la N(0, 1):
P[Z > 244551 = 0025 = z(0,5 =196

Sustituyendo en la expresién [4.52] tendremos el intervalo de confianza

pedido:
B (0,40)(0,60) (0,40)(0,60)
[0,40 1,96 f D ; 040+ 196 /= ]

[0,40 — 0,04 ; 040 + 0,04]
[0.36 : 044]
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y diremos que con un nivel de confianza del 95 % la estimacién p = 0,40 difiere
del pardmetro p a lo sumo en la cantidad 0,04, es decir el error maximo a este
nivel de confianza serd de 0,04.

4.6. INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA
DE PROPORCIONES

Ahora estamos interesados en estimar la diferencia entre dos pardmetros
poblacionales py y py. es decir queremos obtener un intervalo de confianza
para la diferencia (py — py) de los dos pardmetros poblacionales. Para ello se
seleccionan dos muestras aleatorias independientes de tamafio n, y n, de cada
una de las dos poblaciones B(1, py) y B(l, py), respectivamente.

Los estimadores puntuales de los pardmetros py y py serdn:

P,=._‘ ¥ Py =
Y on, Y n

Pero a nosotros nos interesa el intervalo de confianza para la diferencia
(px — py), luego utilizaremos como estimador de esta diferencia, el estadistico:

Px —Py=——"— [4.53]

y teniendo en cuenta que las muestras se toman independientemente, entonces
la media y la varianza serdn:

E[py — Pyl = E[py] — E[py]l = px — Py [4.54]
var{f;x - 151'] =Var U;xj + Var{ﬁr}

_ P21 = py)  pA1 — py)

= 20X Doy [4.55]
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Ademas, sabemos que si los tamafos de muestras son grandes, la distribu-
cién de esta variable aleatoria (py, — py) es aproximadamente normal, es decir:

L Pxdx  Pyq
Px_Pv"‘N(Px_Pfs nx+—;—y)

Procediendo de manera andloga a como lo hacfamos en el apartado ante-
rior, resulta que:

(Px — Py) — (Px — py)
Pxdx 4 Pyl
N on, n,

Por tanto, también podemos escribir:

Z= - N(O, 1)

P[ 242 (f’x = f’r) = (Px = py)

5= *-<..3¢..11:|=|_"1
g
Pxdyx i Pydy
n, n,

de donde llegaremos a:

Pxqx + Pydy

n, n,

SPx — Py S

<y — By) + 2,1 /p—"ﬁJrM’]: | —a
s ny

y como los extremos de esta expresién dependen de los pardmetros desconoci-
dos py y py los reemplazaremos por sus estimaciones que para unas muestras
concretas serdn:

P[{ﬁx ~ Py) ~ Za2

y nos quedari:

P[(ﬁ: o .ﬁv} - zrx,l?.
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Luego el intervalo de confianza al nivel del 100(1 — «) % para la diferencia de
los pardmetros poblacionales p, — py sefa:

o /ﬁqu X
I:{px_py}_z:ﬂ > }'<{p "P;)"‘«-
n, ny

Intervalo de confianza para la diferencia de proporciones

Pt x + Py
n, ny

} [4.56]

Sea p, la proporcién de éxitos observados en una muestra aleatoria
de tamaiio n, de una poblacién B(1, py), y sea p, la proporcién de éxitos
observados en una muestra aleatoria de tamafio n, de la poblacién
B(1, py). Entonces si las muestras son independientes y los tamafios son
grandes el intervalo de confianza al nivel del 100(1 — )% para la dife-
rencia de los pardmetros py — py serd:

y n ﬁ"éx pA)'é? - Py pyq}-
[(pr ~Py) T Zap \ ,‘Tx‘ + ﬂ—,, < Px ~ Py S I, \/ n, + ”—J:| [4.57]

donde z,,, es tal que

P[Z > z,,] =

R

y la variable aleatoria Z sigue una distribucién N(0, 1).

Ejemplo 4.16

En una ciudad A se toma una muestra aleatoria de 98 cabezas de familia,
de los cuales 48 han sido poseedores de acciones de Telefénica. Mientras que
en otra ciudad B se selecciona otra muestra aleatoria de tamafio 127 cabezas
de familia, de los cuales 21 han sido poseedores de acciones de Telefénica.
Obtener un intervalo de confianza al nivel del 95 % para la diferencia entre las
proporciones de cabezas de familia que han sido pmeedores de ese tipo de
acciones en ambas ciudades.
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Solucion:

De la informacién del enunciado se deduce:

. 48

n.= 98 x =48 By =gg ™ 0,490
. 21

n, =127 y=21 p,.=m= 0,165

Para el nivel de confianza del 95 %, o = 0,05, luego
P[Z > z,4,5] = 0025 = 244,5 =196

Sustituyendo en la expresion [4.57]:

- - (0,490)(0.165) _ (0,165)(0.835)
[(0,490 0.510) — 1,96 e ,
0,490)(0,510) _ (0.165)(0,835
(0.490 — 0,165) + 1,96 \/{' ;{8 hps 1)7(?3 -q

[0,208 ; 0443]

Como el 0 estd fuera del rango del intervalo, esto nos indica que es bastante
mds probable que un cabeza de familia de la ciudad 4 haya tenido acciones de
Telefénica que un cabeza de familia de la ciudad B.

4.7. ESTIMACION DEL TAMANO MUESTRAL

Hasta ahora hemos dado métodos para obtener intervalos de confianza de
pardmetros de una poblacién, basdndonos en la informacién contenido en una
muestra dada. Siguiendo tal proceso, un investigador puede pensar que el
intervalo de confianza resultante es demasiado amplio, reflejando una impor-
tante incertidumbre sobre ¢l pardmetro estimado. La tinica manera de obtener
un intervalo mds preciso (de menor amplitud), con un nivel de confianza dado,
es aumentando el tamafno de la muestra.

En algunas circunstancias, se puede fijar de antemano la amplitud del inter-
valo de confianza, eligiendo un tamafo de muestra bastante grande para ga-
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rantizar la amplitud. A continuacién veremos cémo se puede determinar el
tamano de la muestra para estimar algunos pardmetros poblacionales.

4.7.1. TAMANO DE MUESTRA PARA ESTIMAR LA MEDIA u
DE UNA POBLACION NORMAL CON ¢ CONOCIDA

Sabemos que si tomamos una muestra aleatoria simple de tamafo n proce-
dente de una poblacién N(u, o), siendo & conocida, el intervalo de confianza al
nivel del 100(1 — «)% para la media poblacional u venia dado por:

; o _ a
I.= |:x Za—F 3 X+ 2, —,{I [4.58]
Siendo la amplitud del intervalo

o a = T a
L = (\' + 21.12 _'_) - (-t _ 212 -7—) = 2:‘:.‘-2 — [4.59]
\/'f n N N4

Si, previamente, se fija la longitud del intervalo L y deseamos conocer el tama-
fio de la muestra para obtener ese intervalo al nivel de confianza del
100(1 — 2) %, bastard despejar n de la expresién [4.59], pues L, z,,, y ¢ son
conocidos, y tendremos que el tamafio de la muestra serd: '

n=4z2,— [4.60]

el cual nos permitird construir un intervalo al nivel de confianza del
100(1 — 2)% y de amplitud L para la media de una poblacién normal con o
conocida.

Ejemplo 4.17

La longitud de los tornillos fabricados por una determinada mdquina se
distribuye segtin una distribucién normal con desviacién tipica ¢ = 2 mm. Con
el fin de obtener un intervalo al 99 % de confianza para la longitud media de
los tornillos producidos durante un dia determinado se toma una muestra
aleatoria de 10 tornillos cuya longitud media resulté ser de 96 mm. Calcular el
correspondiente intervalo de confianza con estos datos y determinar el tamafio
de muestra necesario para construir un intervalo al 99 % de confianza para la
longitud media de esos tornillos, con una longitud de 2 mm.
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Solucion:

El intervalo de confianza para la media de una poblacién normal se obtiene
a partir de la expresion [4.58], pues sustituyendo:

x=96mm , z,,=25005=2575 , 6=2 , n=10

2 2
[96 =251 ——= ; 96 +2575 _:1
V10 V10

[9437 ; 97.63]

y el tamano de muestra necesario para un intervalo de longitud 2 mm se
obtendrd sustituyendo en la expresién [4.60]

2.575%-2%

T =2652=27

n=

Luego se necesita una muestra de tamano 27 tornillos para la obtencién de
un intervalo al nivel de confianza del 99% y con una longitud de 2 mm.

Pero esta situacion no suele ser real. ya que si no conocemos la media de la
poblacién, y por ello queremos obtener un intervalo de confianza para la me-
dia poblacional, probablemente tampoco conoceremos la varianza ¢? de la
poblacién, de tal manera que no podremos aplicar la expresion [4.60], ya
que previamente tendriamos que estimar, con la ayuda de una muestra, la
varianza poblacional, utilizando para ello la varianza muestral S* y ob-
tendriamos una expresién distinta a la dada en [4.60].

4.7.2. TAMANO DE MUESTRA PARA ESTIMAR LA MEDIA u
DE UNA POBLACION NORMAL CON ¢ DESCONOCIDA

El intervalo de confianza al nivel del 100(1 — %)% para la media de una
poblacién normal con ¢ desconocida, segiin la expresién [4.19], viene dado

por:
[‘ ’ & ikt Bt S] [4.61]
X = Iy SHUSTXT ), T .
n

< |-,,
=1



278 CASAS-SANCHEZ, J. M.

en donde 1,,, es tal que
o
P[rn-—l > I:,fz] =5

y 1, sigue una t-Student con n — 1 grados de libertad.

La amplitud del intervalo es:

L= (f 1, %) - (.% —1,, ~S—,_) =2, Lf [4.62]
\/ n vV n

pero si, previamente, fijamos la longitud del intervalo L, y deseamos conocer el

tamano n de la muestra para obtener el correspondiente intervalo al nivel de

confianza del 100(1 — 2) %, no tendremos nada mds que despejar n de la expre-

sién [4.62] y resultard que

A
Ll

n=4 [4.63]

en donde s* sino se conoce se estimard de una muestra piloto o con informa-
cién indirecta.

Ejemplo 4.18

Una empresa dedicada al transporte de viajeros en autobuses desea obtener
unn intervalo al 90 % de confianza para el tiempo medio u que tarda el auto-
bis en realizar el recorrido entre Madrid y Granada. La longitud del intervalo
se quiere que sea de 10 minutos, es decir de +5 minutos por encima y por
debajo de la media. Se toma una muestra de 12 viajes observando los tiempos
invertidos en realizar cada uno, resultando que x = 310 minutos y la desvia-
cién tipica muestral s = 20 minutos. Determinar el tamafio de la muestra que
tendriamos que tomar para poder obtener el intervalo indicado.

Solucion:

El intervalo de confianza al nivel del 90 %, segtin la expresién [4.61], ser4:

. s 8 s
Xty —F7FSUsSx+t,—=

Jn " n
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de Tabla A.10, correspondiente a la distribucién t-Student, tenemos que
Plty; > 15051 =005 = t505=1796

[310—1?96 N 310 + 1.796 20]
12 0 /12

[299,6 ; 320,38]

Para determinar el tamafo de la muestra que tendriamos que tomar para
obtener un intervalo de longitud 10 minutos, sustituimos en la expresién [4.63]

(1,796)*20? 516 ~ 57
n=4————=75]6~
10%
resultando que necesitariamos una muestra de 52 viajes para obtener el inter-
valo indicado, es decir hay que tomar 40 observaciones (viajes) aleatorias para
completar la muestra previa de tamafio 12.

También podriamos hacer el siguiente razonamiento, cuando ¢ sea conoci-
do, como lo hacen algunos autores, si la media u fuera el valor central del
intervalo, entonces x estimaria puntualmente a u sin error alguno,

X U
| I | :'
« error —

a _ a
ngz —F x + 2”2 —=
\/!_1 Jh

X —

Pero generalmente x no serd exactamente igual a u y entonces se comete un
error, ¢ = X — u/, y como madximo ser4:

T

e=z,— [4.64]

a/2
U

entonces si queremos determinar el tamafo de muestra necesario para obtener
un intervalo de confianza para la media poblacional u, admitiendo un error e,
tendremos que despejando de la expresién anterior:

0= 33,-'2 ;2 [465]
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Andlogamente ocurre para el caso en que ¢ no es conocida, y tendriamos:

|,2 sz
n= *‘Tﬂ (4.66]

Observemos que el error ¢ es la mitad de la amplitud o precisién del interva-

lo L, luego las expresiones [4.60] y [4.63] son equivalentes a las expresiones
[4.65] y [4.66], respectivamente.

473. TAMANO DE MUESTRA PARA ESTIMAR
LA PROPORCION p DE UNA POBLACION

Sabemos que el intervalo al nivel de confianza del 100(1 — %)% para la
proporcién poblacional p es:

; g . P4
!p = I:p = z:jl e + z:.n’.'! _:l

La longitud del intervalo es:

L= 221;2 ﬂ
n
y despejando el valor de n, tendremos:
Z22Pd
=4 ;j [4.67]

Expresién que utilizaremos para determinar el tamafio de la muestra nece-
sario para obtener un intervalo de confianza para la proporcién poblacional p
al nivel de confianza del 100(1 — )% y, con una longitud L.

Si en lugar de utilizar la amplitud L del intervalo utilizamos el error
e = |p — pl|, el cual como mdximo serd:

~ ra
€= 2, :

y entonces ¢l tamafio de muestra es:

2 A
. ZJI.’.Pq
2

e [4.68]
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que es equivalente a [4.67], pues alli estd multiplicado por 4, como veremos en
el ejemplo 4.19.

El valor del estimador p se puede obtener de varias maneras:
1." A partir de una muestra previa.

2 Utilizando el valor mdximo que puede tomar pg = p(1 — p), que se
alcanzaria en:

p=05
y entonces el valor mdximo de pq serd:
p-(1 —p)=pq=0.25

En efecto si consideramos los valores posibles de p tendremos los valores
de g y los de pg en la siguiente tabla:

p g=(1-p pq = p(1 — p)
0,1 09 0,09
0,2 0.8 0.16
03 0,7 0,21
0,4 0,6 0,24
0,5* 0,5* 0,25*
0,6 04 0,24
0,7 0.3 0,21
0.8 0,2 0,16
09 0,1 0,09
1,0 0 0

Luego sustituyendo en la expresién [4.67] tenemos:

z2,0,25

n=4 2

[4.69]

que serd el tamaio muestral lo suficientemente grande para garantizarnos un
intervalo de confianza de longitud L.

Ejemplo 4.19

El Departamento de Estadistica de una Universidad pretende estimar la
proporcién de licenciados matriculados en los estudios de doctorado con un
error maximo del 0,05 y un nivel de confianza del 90 %. Determinar:
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1. El tamafno de la muestra necesario si se tiene como informacién com-
plementaria que la proporcién como mdaximo es 0,40.

2. El tamafo de la muestra en la misma situacién anterior pero con una
precisién de 0,1.

3. El tamano de la muestra cuando no se tiene informacién alguna acerca
del valor de la proporcién p y admitimos una precisién de 0,1.
Solucién:
1. Aplicando la expresién [4.68]

_ 5 Pq
n= dez L’_Z

_ (1,645)% - (040) - (0,60)

T = 259,7 ~ 260

n

2. Como la precisién es equivalente a la amplitud del intervalo, tendre-
mos que aplicar la expresion [4.67]

Pq
=4z, 3
, (0,60)-(0,40)
n = 4.(1,645)". o = 259,7 ~ 260

y vemos que efectivamente coincide con la solucién anterior, como ya indicd-
bamos en el apartado 4.7.2.

3. Como no se tiene informacién alguna sobre el pardmetro p tomaremos
el valor mds desfavorable, es decir el valor de p que nos dé mdximo tamano de
muestra n, y ese serd el valor de p que hace mdximo el producto pq, luego
aplicando la expresion [4.64] o directamente la expresion [4.69] tendremos:

, PA_, , (0505  , 025

al2 LZ ’ “af2 L2 Z:I,." 2 LZ

(0,5)(0,5)

= 2
n=4-(1,645) 0.1

= 270,6 =~ 271
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48. REGIONES DE CONFIANZA

En algunas ocasiones podemos estar interesados en construir intervalos de
confianza para mds de un pardmetro, es decir, en lugar de obtener un intervalo
para un pardmetro unidimensional lo que deseamos es que el pardmetro sea
k-dimensional y entonces no nos aparecerd un intervalo de confianza al nivel
del 100(1 — o) % sino que nos aparecerd una regién R del espacio k-dimensio-
nal a la que llamaremos region de confianza al nivel de confianza del
100(1 — o) %a.

Consideremos una poblacién con funcién de distribucién F(x; 0,, ..., 0,),
que depende de k pardmetros desconocidos , ..., fl,, entonces dado un nivel de
confianza del 100(1 — )%, o simplemente un coeficiente de confianza 1 — «,
obtendremos una regién aleatoria*® R(X,, .., X,) tal que

P[0y, .. ) € R(Xy, o X)] =1 —

la cual nos indica que después de seleccionar la muestra aleatoria y construir la
regién R, tenemos una confianza del 100(1 — %)% de que la regién incluya en
su interior a los pardmetros 6, ..., 0.

No necesariamente la regién de confianza se tiene que referir a todos los
pardmetros, pues en alguna situacién nos puede interesar construir la regién
de confianza para h pardmetros, h < k, no considerando los restantes pardme-
tros (0,, . .., 0,) que algunos autores les llaman pardmetros perturbadores y
otros pardmetros accesorios.

4.8.1. REGION DE CONFIANZA PARA LA MEDIA i Y VARIANZA ¢°
DE UNA POBLACION NORMAL

En una primera aproximacién para obtener una regién de confianza para p
y a” podriamos pensar en utilizar los correspondientes intervalos de confianza,
obteniendo la region dada en el Grafico 4.10, para una muestra aleatoria con-
creta.

e Intervalo de confianza para la media de una poblacién normal con ¢
desconocida:
A

M
flu = [.{ - !.,”12 T x E + t':l."" ‘_'—j| [4.?0]
/n "

A"

* La regién es aleatoria puesto que depende de la muestra aleatoria seleccionada, y para
una muestra concreta obtendremos una regién de confianza al nivel de 100(1 — 2)% en el espa-
cio R,
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e Intervalo de confianza para la varianza de una poblacién normal

[ (n — 1)s? (n — 1)s?
Ip=| L [4.61]
| 1,122 In—1,a/2
at (n—1)s?
/ 1-1,30

N

X =ty —= | itt,— !

7

GRAFICO 4.10.  Representacion grdfica de la supuesta region delimitada por las expresio-
nes [4.70] y [4.71].

Ahora bien, la probabilidad de que se verifiquen simultineamente ambos
sucesos (los correspondientes a las expresiones [4.70] y [4.71], seria (1 — «)%. es
decir, suponiendo que la probabilidad conjunta de ambos sucesos fuera igual
al producto de las probabilidades de cada uno. Pero esto no es correcto ya que
los estadisticos utilizados, t y ¥* no son independientes, y en consecuencia la
probabilidad conjunta de ambos sucesos no es igual al producto de las proba-
bilidades correspondientes; y por tanto no podemos decir que tenemos una
confianza del 100(1 — «)*% de que el rectdngulo del Grafico 4.10 incluya en su
interior el valor de los pardmetros (i, o).

Sin embargo, una forma correcta de obtener una regién de confianza para
los pardmetros (u, 7), es decir una regién R tal que:

P[(4, 0*) € R(X,, ., X,)]=1— 0

serfa a partir de la distribucién conjunta de los estadisticos X y (n — 1)S2, pues
por el teorema de Fisher, son independientes. En efecto, sabemos que:

o)
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X_.
£ NO, 1)

o/\@
(n— 1)S$? .
- 0'2- i _.er—l

Podemos obtener dos valores —z,,y z,, tales que

P|: St A,,z} J1-a

[4.72]

Ty S
o’/\[
siendo o' = 1 /11—
y mediante la Tabla A.9, correspondiente a la distribucién y*, podemos encon-
Y e,y ¢, tales que
(n—1)S?
Pl:('l €7 L6 |=4/1—a
Por otra parte, como los dos sucesos son independientes, la probabilidad

trar dos valores’
[4.73]

conjunta sera:
P X —u _ i (n— 183 o
<a')2 -.__ ﬂ.‘/\/— "--h «u /2 {'l = (]'2 == (2_

)_fhlu (n — 1)§?
< -P(‘,ETSCZ =1—-a [474]

_ p[
De la expresién [4.72] se deduce (reemplazando los signos desiguales por
iguales) que se tiene una regién bidimensional en el plano (i, ¢?), determinada

a partir de las expresiones
o (X — w? - X — w3 - o X — p)? o
wie a*/n a? £l /\-_.‘-‘ oy
_ 182 _ 1ye2
L_-nst - 1s
¢ : c |65
1 2 \
W A
N

. = 2
C25dn-1 1 a2
a -

como se verd en el ejemplo 4.20, es

2

"

™ Los valores ¢, y ¢, son los que aparecen en la expresién [4.20]. es decir

S——— |
€ = dn-1. a2

pero haciendo las correspondientes correcciones en — y |

decir haciendo
a=1- =7,
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Es decir la regién, Grifico 4.11, estd limitada por el arco de pardbola, cuya
ecuacion es:

n(X — p)?
gt = PE— 8 > £ [4.75]
a2
y las rectas paralelas al eje de abscisas:
n— 1)8?
o= (—CL [4.76]
1
- 1)8?
w8 - ) [4.77]
2

, (n—1)§?
A=
Xo-1.22
. (n—1s?
Zf-l.:-a‘u

M

GRAFICO 4.11.  Representacién grdfica de la regién de confianza para los pardmetros
(. a*) de una poblacién normal al nivel del 100(1 — «)%,.

Ejemplo 4.20

Construir la regién de confianza al nivel del 90 % para los pardmetros u y
¢® de una poblacién normal, con la ayuda de una muestra aleatoria tamano
n =30, en la cual x = 10 y la varianza muestral s* = 9.

Solucion:

A partir de la expresion [4.75]
(X — p)?

2
Za2

a2
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y teniendo en cuenta la expresién [4.72], podemos calcular z,,, ya que

Luego la pardbola serd:

z . 310 = gp

- —n A
(1.95)2 o = 7,88(10 — p)

Las expresiones [4.76] y [4.77] nos dan:

(n—1)S§? .
Xﬁw. /2 . 25—1‘ 1-a/2

2 o — (n— 1)8?

y para calcular y7 , . ¥ %i_y -, tendremos en cuenta la expresién
[4.73], segin la cual grdficamente equivale a:

0,0256 0.0256

X 2
X209, 00256 Z20, 0,9744

— 2 _
In-1. 22 = X329, 00256 = 16,047

, 1, 1-a2 = X%t;. 0.0744 = 45,12
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Luego las ecuaciones de las rectas son:

1220 . 21626
16047 7T
z-?‘? 2 = 570
AT i B

Gréficamente la regién de confianza serd:

T
2 = 788(1 — p)?
20 +
15 L 0‘2 = 1473
A 14.73 g el

Intervalo de
confianza 10 +

ara a°
: 6,13
o | o =613
4% =t -+ +——
8 19 0 112 ;4
| —Intervalo <«—|
8,93 de 11,07
confianza
para u

Calculando el intervalo de confianza para la media de la poblacién y, utili-
zando § en lugar de o resulta:

- § - 5
‘,u = |:X - Zz_’z = X+ Za2 __-__:|

Vv S

3 3
= 10+ 19y —F—

V30 v 30}

[893 ; 11,07]

|:ID — 1,95
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Andlogamente el intervalo de confianza para la varianza o2, serd:

j =[{n—l)32 _ (n—l)Sz]

2 2
Xn—-l. 1—af2 xn‘l‘ a/2

O\OS ] — o
0,90 0,05

17.708 42.56

resultando el intervalo de confianza para ¢*:

299 299
42,56 17,708

(6,13 ; 14,73]

que podemos representarlo en el gréfico.
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